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CONTRi auCICNEâ AL AN AL IS I S  
DE LOS PROBLEMAS 
DE INFLUENCIA Y MULTICOLINEALIDAD 
EN REGRESION L INEAL
PROLOGO
E l  a j u s t e  de un mode l e  l i n e a l  do r e g r e s i ô n  p o r  m i n i m e s  c u a d r a -  
dos  es una h c r r a m i e n t a  e s t a d î s t i c a  de a p l i c a c i ô n  u n i v e r s a l .  La r e ­
l a t i v e  s e n c i l l e z  r u t i n a r i a  d e l  m é t o do  e s t a  l a s t r a d e  p o r  g r a n  v a r i e  
dad de i n c o n v c n i e n t c s .  Dos de l o s  mi smo s  d e s t a c a n  c o n  l u z  p r o p i a :  
e l  p r o b l e m a  de l a s  o b s e r v a c i o n e s  o c a s o s  i n f l u y e n t e s  y e l  p r o b l e ­
ma de l a  m u l t i c o 1 i n e a l i d a d  o de d e p e n d e n c i a s  l i n e a l e s  a p r o x i m a d a s  
e n t r e  l a s  v a r i a b l e s  r e g r e s o r a s  d e l  m o d e l o .
De modo g e n e r a l ,  e l  o b j e t i v o  de e s t e  t r a b a j o  es a p o r t a r  v a r i o s  
n u e v o s  m é t o d o s  de e n f o q u e  y t r a t a m i e n t o  de e s t a s  dos  u l t i m a s  c u e s -  
t i o n c s .  Los  r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  e s t â n  e x p u e s t o s  en l o s  c a p i t u l o s  
I I ,  111 y I V ,  m i e r i t r a s  que e l  C a p i t u l e  1 es una i n t r o d u c c i ô n , d e s -  
t i n a d a  a e n m a r c a r  l a  i n v e s t i g a c i ô n  y f i j a r  l a s  n o t a c i o n e s  y t e r m i -  
n o l o g i a .  Ha y que o b s e r v a r  que l o s  c a p i t u l o s  11 a l  IV e s t â n ,  en 
c i c r t o  s e n t i d o  r e l a c i o n a d o s  e n t r e  s i .  E l  c o n t e x t e  de l o s  d e s a r r e ­
l i e s  e s ,  e s e n c i a l m e n t e , a p l i c a d o  y l a s  nu e va s  i d e a s  p r e s e n t a d a s  
se c o m p l e m e n t a n  con  a n é l i s i s  de c i e r t o s  c o n j u n t o s  de d a t o s .  Dete_r 
l i n a d o s  r e s u l t a d o s  t e ô r i c o s ,  n e c e s a r i o s  en l a  e x p o s i c i ô n ,  e s t â n  
r e c o g i d o s  en un a p é n d i c e  a d i c i o n a l .
Como queda  d i c h o ,  e l  C a p i t u l e  1 es una i n t r o d u c c i ô n  que c o n -  
t i e n e  l a  p r e s e n t a c i ô n  de l o s  p r o b l e m a s  de i n f l u e n c i a  y m u l t i c o l ^  
n e a l i d a d  y l a  f i j a c i ô n  d e l  l e n g u a j e  e m p l e a d o .  La b i b l i o g r a f i a  d i ^  
p o n i b l e  es  muy n u m e r o s a  y p u e d e  e n c o n t r a r s e  b r e v e m e n t e  r e s e f l a d a  
en e s t e  c a p i t u l e .  P u e s t o  que une  de l o s  a s p e c t o s  o r i g i n a l e s  de 
e s t e  t r a b a j o  se r e f i e r e  a c i e r t a  u t i l i z a c i ô n  de l a  m a t r i z  de d i -  
sePio a u m e n t a d a ,  e s t e  c a p i t u l e  i n c l u y e  un a p a r t a d o  d e d i c a d o  a l a  
m i  s ma .
E l  c a p i t u l e  I I  es  un e s t u d i o  d e l  p r o b l e m a  de m u l t i c o l i n c a l i -  
dad en l a  m a t r i z  a m p l i a d a .  En c o n c r e t e  se o b t i e n e n  v a r i e s  r c s u l -
t a d o s  y su r e l a c i ô n  c o n  l a  d e t e c c i ô n  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  en l a
m a t r i z  de d i s e n o  o r i g i n a l .
En e l  C a p i t u l o  1 1 1 ,  se e x p o n e  un m é to do  n u e vo  de a n é l i s i s  corn
b i n a d o  de l o s  p r o b l e m a s  de i n f l u e n c i a  y m u l t i c o 1 i n e a  1 i d a d . La
i d e a  b é s i c a  es  i n t r o d u c i r  una 1 i g e r a  p c r t u r b a c i ô n  en l a  m a t r i z  de
J -
d i s e n o ,  a u m e n t a d a  o n o ,  que t r a t a d a  c on  e l e m c n t o s  p r o p u e s t o s  o r i -  
g i n a l m e n t e  como t c c n i c a s  de a n é l i s i s  de. c o n d i c i ô n  p r o p o r c i o n a  
i n f o r m a c i ô n  s i m u l t é n c a  s o b r e  ambos p r o b l e m a s .
F i n a l m e n t c ,  e l  C a p i t u l o  lU c o n t i e n e  un e s t u d i o  de l a  i n f l u e n -  
c i a  de c a s o s  i n d i v i d u a l c s  en l o s  d i a g n ô s t i c o s  de mu 1 1 i c o l i n e a 1 i d a d  
més u s u a l e s .  D e s t a c a  e l  d e s a r r o l l o  de una  t é c n i c a  b a s a d a  en  p r o p i £  
d a d e s  de d i f e r e n c i a b i l i d a d  de f un c i ona l es  como h e r r a m i e n t a  n e c e s a r i a  
en l o s  d c s a r r o l l o s  de e s t e  c a p i t u l o .
Des pu és  d e l  a p é n d i c e ,  e l  t r a b a j o  t e r m i n a  c on  un a p a r t a d o  d e d £  
c a d o  a r e c o g e r  l a s  r e f e r c n c i a s  b i b l i o g r é f i c a s  u t i l i z a d a s .
E s t a  v i s i ô n  g e n e r a l  d e l  t r a b a j o ,  pu ed e  c o m p l e t a r s e  c o n  l o s  s u -  
m a r i o s  i n c l u i d o s  a l  p r i n c i p i o  de l o s  c a p i t u l o s  que c o n t i e n e n  r e s û -  
menes d c t a l l a d o s  de l a  m a t e r i a  t r a t a d a  en l o s  m i s m o s .
En e l  t u r n o  de a g r a d e c i m i e n t o s ,  q u i s i e r a  c i t a r  en  p r i m e r  l u g a r  
a l  p r o f e s o r  M a n u e l  d e l  R i o  p o r  su d i r e c c i ô n  y a y u da  c o n s t a n t e .
L o s  p r o f e s o r e s  A n t o n i o  C ueva s  y Jua n  Romo han c o l a b o r a d o  en  l a  
t é c n i c a  r e l a t i v a  a l a  d i f e r e n c i a c i ô n  de R j n d o n a l s s  d e l  c a p i t u l o  I V .  
V a r i o s  p r o f e s o r e s  d e l  D e p a r t a m e n t o ,  han  i n t c r v e n i d o  en c l  t r a t a ­
m i e n t o  i n f o r m é t i c o  de l o s  e j e m p l o s .  Ademés de c s t o s  n o m b r e s ,  ha y  
o t r a s  p e r s o n a s  que se han i n t e r e s a d o  de m a n e r a  c o n s t a n t e  p o r  l a  
c v o l u c i ô n  de e s t e  t r a b a j o .  A t o d o s  e l l o s ,  mi  més s i n c e r a  g r a t i t u d .
M a d r i d .  \ o v  i e m b r e  de 1986
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CAPITULO I
1.  SUMARIO
E s t e  c a p i t u l o  e s t a  d e d i c a d o  a l a  d e s c r i p c i ô n  de l o s  e l e m e n t o s  
b â s i c o s  s o b r e  l o s  que d c s c a n s a  l a  i n v c s t i g a c i ô n  d e s a r r o l l a d a  en 
l o s  C a p i t u l o s  I I ,  I I I  y I V .
A s i ,  en l a  s e c c i ô n  2 se  e n c u e n t r a ,  p o r  un l a d o ,  un esquema de 
l o s  r e s u l t a d o s  més i m p o r t a n t e s  d e l  a n é l i s i s  m i n i m o - c u a d r é t i c o  de 
un m o d e l o  l i n e a l  de r e g r e s i ô n  y ,  p o r  o t r o ,  e l  e s t a b l e c i m i e n t o  de 
l a  n o t a c i ô n  e m p l e a d a  en v a r i a s  m a g n i t u d e s  y e s t a d i s t i c o s  de f r e -  
c u e n t e  r e f e r e n c i a  en e s t e  t r a b a j o .
La s e c c i ô n  3 es un a m p l i o  r e su me n  d e l  p r o b l e m a  de i n f l u e n c i a
en m o d e l o s  l i n e a l e s .  T r a s  una b r e v e  p r e s e n t a c i ô n  d e l  m i s m o ,  se 
d o s e r i b e n  a l g u n a s  de l a s  m e d i d a s  de i n f l u e n c i a  més a c e p t a d a s .  Un 
e j e m p l o  muy c o n o c i d o  es  e l  c o m p l o m e n t o  f i n a l  de e s t a  s e c c i ô n .
La s e c c i ô n  4 c o n t i e n e  a s p e c t o s  e s e n c i a l e s  d e l  p r o b l e m a  de m u l -  
t i c o l i n e a l i d a d  en m o d e l o s  l i n e a l e s .  T r a s  l a  d e f i n i c i ô n ,  se  r e s e -  
Man l a s  c a u s a s  y e f e c t o s  de una d e p o n d e n c i a  l i n e a l  a p r o x i m a d a  e n ­
t r e  l a s  v a r i a b l e s  d e l  m o d e l o .  Se hac e e s p e c i a l  h i n c a p i é  en l o s  
d i a g n ô s t i c o s  do m u l t i c o l i n e a l i d a d  més u t i l i z a d o s  en l a  p r é c t i c a .  
E s t a  s e c c i ô n  t e r m i n a  a s i m i s m o  c o n  un s e n c i l l o  e j e m p l o .
F i n a l m e n t c ,  l a  s e c c i ô n  5 es  l a  p r e s e n t a c i ô n  de l a  m a t r i z  am­
p l i a d a  a s o c i a d a  a un m o d e l o  l i n e a l  ouc j u e g a  un p a p e 1 c e n t r a l  en
e s t e  t r a b a j o .  Po r  r a z o n e s  de c o m p l e t i t u d ,
se i n c l u y e  l a  d e m o s t r a c i ô n  de un r e s u l t a d o  r e l a t i v e  a l a  
c a r a c t e r i z a c i ô n  de l o s  e l e m c n t o s  d i a g o n a l e s  de l a  m a t r i z  de p r o -  
y e c c i ô n  a m p l i a d a  como m e d i d a s  de l a  i n f l u e n c i a  de un c a s o .
2 .  DESCRIPCION DE LOS ELEMCNTOS BASICOS
E l  m a r c o  de r e f e r e n c i a  f u n d a m e n t a l  es  e l  m o d e l o  l i n e a l  de 
X r e g r e s i ô n  m u l t i p l e
( 1 . 1 )Y= X |b ,£
s- 5 -
en c l  que  Y »  ( Y | , . . . . , Y ^ ]  es un v e c t o r  n x l  de o b s e r v a c i o n e s
y X es  una m a t r i z  nxm de r a n g o  c o m p l e t e  que se s u p o n d r à  s i e m -  
p r c  c o n  t é r m i n o  i n d e p e n d i e n t e , es  d e c i r  X »  [ i ,  | , d o n d e
X^ es  nx p  y ,  p o r  t a n t o ,  m  » p t 1 es  un v e c t o r  mx1 de
p a r â m e t r o s  d e s c o n o c i d o s  y un f a c t o r  de e s c a l a  p o s i t i v e .  De ^
a c u e r d o  c on  l a  p a r t i c i â n  de X p u e d e  c o n s i d e r  a r s e  qu e  | ) ,
^ es  de px l ) .  E l  t é r m i n o  de e r r e r  6  es  un v e c t o r  a l e a t o r i o
n - d i m e n s i o n a l  con  me ment os  E [ ^ 1  *  0  y V 1 . A u nq ue  no
es i m p r e s c i n d i b l e , s i e m p r e  que  sea  n e c e s a r i o  p u e d e  s u p o n e r s e  l a  
h i p ô t e s i s  u s u a l  de n o r m a l  i d a d  f  ^  ( O  | )
L o s  r e s u l t a d o s  d e l  a n é l i s i s  d e l  m o d e l o  ( 1 . 1 )  p o r  m i n i m o s  c u a -  
d r a d o s  ( m . c . )  son  s u f i c i e n t e m e n t e  c o n o c i d o s  y s o l o  s e r é  n e c e s a r i o ,  
p a r a  una u t i l i z a c i ô n  p o s t e r i o r ,  f i j a r  l a  n o t a c i ô n  e m p l e a d a .  A s i ,  
se e s c r i b i r é
|î> _ ( Y\ X y  = e s t  i m a d o r  de m . c .  de ^
Y _ X  (b = v e c t o r  de v a l o r e s  a j u s t a d o s  .
C = v a r i e d a d  l i n e a l  e n g e n d r a d a  p o r  l a s  c o l u m n a s  de l a
m a t r i z  X.
V ; ( c r - ]  = X ( X ' X )   ^ X  = m a t r i z  de p r o y e c c i ô n  s o b r e  C [ x ]
e = Y - X j ^ r ^ I - V ) y  = v e c t o r  de r e s i d u a l e s  m . c .
S C E  :  e e. r  2   = suma de c u a d r a d o s  de l o s  e r r o r e s .
(j^** ^  E g  e s t i m a d o r  c e n t r a d o  de 
n -rn
T a m b i é n  s e r é  n e c e s a r i a  l a  d e s c o m p o s i c i ô n  de a n é l i s i s  de l a  
v a r i a n z a  en s us  dos  v e r s i o n e s
5C T  = S C R  + S C E  ( 1 . 2 )
y
S C T ^  , S \  ,  S C R , ^  f  S C E  ( 1 . 3 )
s i e n d o
S C T  = 2 _  y  L — Suma de c u a d r a d o s  t o t a l  
1
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A I I I
S C R  = 1% X  y  = Y y Y = S u m a  de c u a d r a d o s  d e b i d a  a l a  r e g r e s i ô n  
S C  5 ^  = ( X  ^ Zl'Xi r  c u a d r a d o s  c o r r e g i d a
^ I  '  "  1 /  p o r  l a  m e d i a
5 C  R ^  = S CT j ^  « S c  E “  Suma de c u a d r a d o s  d e b i d a  a l a  r e g r e s i ô n  
c o r r é g i *  p o r  l a  m e d i a .
Es s a b i d o  que l a  i n c l u s i o n  d e l  t é r m i n o  i n d e p e n d i e n t e  en l a  
m a t r i x  X p e r m i t e  r e e s c r i b i r  e l  m o d e l o  ( 1 . 1 )  en l a  f o r m a
'Z = ^  ^  ^  - r Z *  +  E
do nd e  Ï  es l a  m a t r i z  n x p  ue d a t o s  c e n t r a d o s  y 2  es l a  m a t r i z  
n x p  de d a t o s  t i p i f i c a d o s .  La m a t r i z  Z  Z  e s ,  p u e s ,  l a  m a t r i z  de 
c o r r c l a c i o n e s  a s o c i a d a  a ( 1 . 1 ) .  T a m b i c n  se t i e n e ,  en v i r t u d  d e l  
p r o c e s o  de o r t o g o n a l i z a c i ô n  ^
V .  X  | x ' x ) - \ '  = 1 ^  - ,  ï ( ï T ) ' ‘ î '  =
n
E s t a s  do s  t r a n s f o r m a c i o n e s , l a  c e n t r a l i z a c i ô n  y l a  t i p i  f i c a c i ô n , 
son  f o n d a m e n t a l e s  en e l  t r a t a m i e n t o  de m o d e l o s  l i n e a l e s .
Una h e r r a m i e n t a  de u se  c o n s t a n t e  en e s t e  t r a b a j o  es  l a  d e s ­
c o m p o s i c i ô n  e s p e c t r a l  de l a s  m a t r i c e s  p r o d u c t o s  c r u z a d o s  X  X  y
2,2. *  Con e l  f i n  de s i m p l i f  i c a r  l a  n o t a c i ô n ,  é s t a  d e s c o m p o s i c i ô n  
se e s c r i b i r é  s i e m p r e  en l a  f o r m a  C D C  do nd e  C es una m a t r i z  
o r t o g o n a l  c u y a s  c o l u m n a s  son  a u t o v e c t o r e s  de l a  m a t r i z  c o r r e s -  
p o n d i e n t e  y D=<^v.a^ (  es  una m a t r i z  d i a g o n a l  de e l e m e n t o s
d i a g o n a l e s  l o s  a u t o v a l o r e s  a s o c i a d o s .  D e p e n d i e n d o  d e l  c o n t e x t e ,
C  s e r é  de o r d e n  m x m  o p x p , . . . ,  e t c .  Se a d o p t a  como c r i t e r i o  
de o r d e n a c i ô n  de l o s  a u t o v a l o r e s  e l  s e n t i d o  c r e c i e n t e  6  A ^  ^
4 . . .  4  ( o  \ ^  . . .  4  Xp , en  e l  c a s o  de l a  m a t r i z  Z  2  ) .
Se d e n o t a r é  p o r  una  f i l a  g e n é r i c a  de l a  m a t r i z  X y
p o r  c a s o  se e n t e n d e r é  l a  e s t r u c t u r a  c o n j u n t a  ( * l ' i  Y^ ]  . De a c u e r ­
do c o n  l o  e x i g i d o  a l a  m a t r i z  X  es  «  ( i , ) do nd e  es
p x l . En r e l a c i ô n  con  un c a s o ,  es i m p o r t a n t e  l a  m a g n i t u d  0»^, 
i - é s i m o  o l o m e n t o  d i a g o n a l  de l a  m a t r i z  V , que p u e de  e s c r i b i r s c
5 —  , ( Î 'H ) *^ 1; :  .  Oil. [ i ]
( 1 . 5 )
- 7
en v i r t u d  de ( 1 . 4 ) ,  % es  e l  c e n t r o i d e  de l a s  f i l a s  de X j  y 
e s  l a  i - é s i m a  f i l a  de l a  m a t r i z  i  . A s o c i a d o s  a un c a s o  e s ­
t â n  t a m b i c n  a i - é s i m o  r e s i d u a l  m . c .  y ,  da do  q u e ,  W r  [ € ( . 3  -
= “  Olv) , l o s  r e s i d u a l e s  e s t u d e n t i z a d o s
r. =
V T ^
i - é s i m o  r e s i d u a l  e s t u d e n t i z a d o  i n t e r n o
( 1 . 6 )
— i - é s i m o  r e s i d u a l  e s t u d e n t i z a d o  e x t e r n o t-  
Tui
A l o  l a r g o  d e l  t r a b a j o ,  l a  n o t a c i ô n  ( i )  i n d i c a  que  l a  m a g n i t u d  c o -  
r r e s p o n d i e n t e  e s t a  c a l c u l a d a  s i n  c o n s i d e r a r  e l  c a s o  i - é s i m o .  En 
v i r t u d  de l a  f ô r m u l a
S C E  o S C E u ,
l o s  r e s i d u a l e s  fj, y t;_ de ( 1 . 6 )  e s t â n  r e l a c i o n a d o s  de f o r m a  
m o n ô t o n a  ( Coo k  y W e i s b e r g ,  ( 1 9 8 2 )  p â g .  1 9 ) .
F i n a l m e n t e , a l o  l a r g o  de l a  e x p o s i c i ô n  s e r a  n e c e s a r i o  u t i l i -  
z a r  de m ane r a  r e p e t i d a  c i e r t o s  r e s u l t a d o s  de i n v e r s i o n  de m a t r i ­
c e s  y c a l c u l e  de d é t e r m i n a n t e s .  To dos  e l l o s  se e n c u e n t r a n  en e l  
a p é n d i c e .  En e s t e  u l t i m o  se i n c l u y e  t a m b i é n  un b r e v e  r e s u m e n  de 
l a  t e o r i a  de p e r t u r b a c i o n e s  p a r a  m a t r i c e s  s i m é t r i c a s ,  de u t  i 1 i d a d  
en e l  C a p i t u l o  I V .
3 .  INFLUENCIA DE LOS CASOS
3 . 1 .  P l a n t e a m i e n t o  d e l  p r o b l e m a
A
Es c o n o c i d o  que e l  e s t i m a d o r  de m i n i m o s  c u a d r a d o s  ^  més pue 
de r e f l e j a r  c a r a c t c r i s t i c a s  p e c u l i a r e s  de un c a s o  o r e d u c i d o  g r u p o  
de c a s o s  que d e s c r i b i r  c o n  p r e c i s i ô n  l a  r e l a c i ô n  l i n e a l  e n t r e  l a  
r e s p u e s t a  Y y l a s  v a r i a b l e s  i n d e p e n d i e n t e s  X . P o r  e j e m p l o , en 
r e g r e s i ô n  p o l  i n ô m i c a  un d e t e r m i n a d o  c o e f  i c i e n t o  p». p u e de  se r  s i g -  
n i f i c a t i v o  d e b i d o  u n i c a m e n t e  a l a  p r e s e n c i a  do un c i c r t o  c a s o  en 
e l  c o n j u n t o  de d a t o s  ( C o o k - W e i s b e r g ,  1 9 8 2 ,  p â g .  1 1 1 ) .
En un a n é l i s i s  p o r  m i n i m o s  c u a d r a d o s ,  un c a s o  s e  d i c e  i n f l u y e n
- a -
t o  c u a n d o  su e l i m i n a c i o n  d e l  c o n j u n t o  de d a t o s  a l t e r a  s u s t a n c i a l -A A
me nt e  l o s  r e s u l t a d o s  ( e s t i m a d o r  ^  , v a l o r e s  a j u s t a d o s  Y
e t c ) .  D c s de  un p u n t o  de v i s t a  g e n e r a l ,  W c i s b e r g  ( 1 9 8 3 )  s e M a l a  que 
l a  i d e a  g e n e r a l  do un a n é l i s i s  de i n f l u e n c i a  os  c s t u d i a r  l o s  cam-  
b i o s  p r o v o c a d o s  en c i e r t o s  a s p e c t o s  d e l  a n é l i s i s  de un m o d e l o  
c ua ndo  se  a p l i c a  un d e t e r m i n a d o  esquema de p e r t u r b a c i ô n  a l o s  d a ­
t o s .  Segùn  e s t a  i d e a , l a  i n f l u e n c i a  de un  c a s o  en e l  m o d e l o  
Y _  X j1> •* £  se i n c l u y e  d e n t r o  d e l  problema g e n e r a l  de i n f l u e n c i a  
c o n s i d e r a n d o  e l  esquema do p e r t u r b a c i ô n  de e l i m i n a c i o n  de c a s o s .
La b i b l i o g r a f i a  d e l  p r o b l e m a  de i n f l u e n c i a  on r e g r e s i ô n  es 
muy a m p l i a .  Lo s  a r t i c u l e s  de Cook ( 1 9 7 7 ,  19 79 )  son  p u n t o s  f u n d a -  
m e n t a l e s  de l a  t e o r i a ,  c e n t i n u a d o s  d e s p u é s  p o r  Cook y W e i s b e r g  
( 1 9 8 0 )  y e l  l i b r e  b é s i c o  de r e f e r e n c i a  de Cook y W e i s b e r g  ( 1 9 3 2 ) .  
( CW ) .  Es i n t e r e s a n t e  t a m b i é n  c l  l i b r e  de B e l s l e y ,  Kuh y W el s ch
( 1 9 8 0 )  ^ B KW' . Uno  de l o s  t r a b a j o s  més c i t a d o s  es d e b i d o  a 
A nd r ew s y P r e g i b o n  ( 1 9 7 8 ) .  D r a p e r  y Jo h n  ( 1 9 8 1 )  e s t u d i a n  y compa-  
r a n  l o s  r e s u l t a d o s  de Cook y Andrews y P r e g i b o n  . A t k i n s o n  ( 1982)  
s u g i e r e  v a r i a s  i d e a s  n u e v a s ,  en e s p e c i a l  con e l  p r o b l e m a  de i n -  
f l u e n c i a  no en e l  e s t i m a d o r  s i n e  en r e l a c i ô n  c on  e l  p a r é m e t r o  do 
B o x - C o x .  W e i s b e r g  ( 1 9 8 3 )  p r o p o n e  v a r i o s  p r i n c i p i o s  b é s i c o s  p a r a  
e f e c t u a r  un a n é l i s i s  de i n f l u e n c i a s  en m o d e l o s  l i n e a l e s .  P r o b l è ­
mes r e l a c i o n a d o s  con  e l  p a r é m e t r o  de B o x - C o x  r e c i b e n  t r a t a m i e n t o  
d e t a l l a d o  en un a r t i c u l e  de Cook y Wang ( 1 9 8 3 ) .  O t r o s  t r a b a j o s  
r e l a c i o n a d o s  se d e b en  a J o h n s o n  y G c i s s o r  ( 1 9 8 2 ,  19 83 )  q u i e n e s ,  
desde  un p u n t o  de v i s t o  b a y e s i a n o ,  e s t u d i a n  c l  p r o b l e m a  de l a  i n  
f l u e n c i a  en  r e l a c i ô n  c on  l a  p r e d i c c i ô n .  Gra y  y L i n g  ( 1 9 8 5 )  des£  
r r o l l a n  un m é t o d o  de d e t e c c i ô n  do c a s o s  i n f l u y e n t e s  b a s a d o  en l a  
t é c n i c a  de " c l u s t e r i n g " .  R e c i c n t e m e n t e , Cook ( 1 9 8 6 )  ha i n i c i a d o  
l o s  p r i m e r o s  p a s o s  en e l  c o n c e p t o  de l a  l l a m a d a  i n f l u e n c i a  l o c a l  
que e s ,  en p o c a s  p a l a b r a s ,  e l  a n é l i s i s ,  m e d i a n t c  l a  d i s t a n c i a  de 
v c r o s i m i 1 i t u d , d e l  e f e c t o  que  p r o d u c e n  pequc Mas  d e s v i a c i o n e s  en 
l a s  e s p c c i f i c a c i o n e s  d e l  m o d e l o  ( 1 . 1 ) .  A t k i n s o n  ( 1 9 8 6 )  v u e l v c  
de n u e v o , a p r o b l e m a s  r e l a c i o n a d o s  c on  l a s  t r a n s f o r m a c i o n e s .
P o r  l o  que se r e f i e r e  a l  p r é s e n t e  t r a b a j o ,  s i e m p r e  que a p a r e z -  
ca l a  p a l a b r a  i n f l u e n c i a ,  e s t a  se r e f e r i r é  a l a  i n f l u e n c i a  de un 
c a s o  o g r u p o  de c a s o s  r e l a t i v a  a l  esquema de p e r t u r b a c i ô n  de  o 1 i -  
m i n a c i ô n  de c a s o s .
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3 . 2 .  M e d i d a s  de i n f l u e n c i a
La i n v e s t i g a c i ô n  d e l  p r o b l e m a  se  ha c e n t r a d o  en  c l  d e s a r r o ­
l l o  de m e d i d a s  de l a  i n f l u c n c i a  de un c a s o  . B d s i c a m c £
m e n t e ,  una m e d i d a  es  una  f u n c i ô n  de l o s  d a t o s  qu e  p e r m i t e  c a l i -  
b r a r  o e v a l u a r  l a  i n f l u e n c i a  de un c a s o  en un d e t e r m i n a d o  a s p c £  
t o  d e l  a n é l i s i s .  Una v ez  qu e  una m e d i d a  d e t e c t  a un c a s o  i n f l u -  
y e n t e , e s t e  debe  c x a m i n a r s e  d e t a l l a d a m e n t e  p a r a  a v e r i g u a r ,  en 
l o  p o s i b l e ,  l a s  r a z o n e s  de t a l  p e c u l i a r i d a d . S i  e s t a  u l t i m a  pu £
de a t r i b u i r s e  a e r r o r e s  de m e d i d a  o r e g i s t r e  ( p . e j .  un p o r c e n t j
j e  m a y o r  que 100%) e l  c a s o  de b e  e l i m i n a r s e  d e l  a n é l i s i s ,  o s i  
e l l o  f  ue r  a p o s i b l e ,  m o d i  f  i c a r s e  c o n  s u s  v a l o r e s  c o r r e c t e s .  La el_i  
m i n a c i ô n  d e l  c a s o  e s ,  en g e n e r a l ,  b a s t a n t e  d i s c u t i b l e .  Una r c c £  
m e n d a c i ô n  de c a r é c t e r  g e n e r a l  es  no t o m a r  n i n g u n a  d e c i s i ô n  a e s ­
t e  r e s p e c t e  de m a n e r a  m e c é n i c a  o r u t i n a r i a .
Cada c a s o  p o s e e  do s  c o m p o n e n t e s  que p u e d e n  c o n v e r t i r l o  en i n f l £  
y e n t e :  l a  p a r t e  a l e a t o r i a  y l a  p a r t e  no e s t o c é s t i c a  XL •
La r e s p u e s t a  Y- p u e d e  t e n e r  un v a l o r  a n o r m a l m e n t e  g r a n d e  o p e -  
quef i o aûn c u a n d o  c o r r e s p o n d a  a u n o s  v a l o r e s  en s ^ t ,
de c a r é c t e r  r a z o n a b l c . T a i e s  c a s o s  son  l o s  l l a m a d o s  " o u t l i e r s " .
Un " o u t l i e r  " p u e de  d e t e c t a r s e  c on  un v a l o r  de G; e x t r e m e  o ,  p£  
r a  e v i t a r  p r o b l e m a s  de v a r i a n z a  no c o n s t a n t e ,  c on  un v a l o r  a b e ­
r r a n t e  de F; o t; . De h e c h o ,  es  e l  e s t a d i s t i c o  d e l  t e s t
de r a z ô n  de v e r o s i m i l i t u d e s  ( o  t e s t - F )  p a r a  l a  h i p ô t e s i s  
Wq : = 0  f  r e n t e  a ^  ^  0  en e l  m o d e l o  de m e d i a  t r a s l a d a d a
Y = X f . , d ; < | . £  , £ ~ N „ l O ; r ‘ I„)
, d ;  s  ( 0 ,  . . . ,  . . , , 0 )  , h e r r a m i e n t a  u s u a l  en e l  t r a t a m i e n t o  de
" o u t l i e r s " .  P o r  o t r o  l a d o ,  l a  f i l a  de l a  m a t r i z
X p u e de  s e r  e x t r e m a  en e l  s e n t i d o  de que  , como p u n t o  de
e s t é  a l e j a d o  d e l  r e s t e  de l o s  d a t o s  ^  ^  l )  . Una m e d i d a
de l a  l e j a n i a  de X^ a l  c e n t r e  de l o s  d a t o s  es  e l  v a l o r  de 0:^ 
q u e , s e g û n  l a  r e p r e s e n t a c i ô n  de ( 1 . 5 ) ,
(*a~ *) ( t  I )  ^
es una d i s t a n c i a  de X ^  a l  c e n t r o i d e  X da da  p o r  l a  m a t r i z  de
p r o d u c t o  e s c a l a r  ( 3 E ï )  . Se s a b e  q u e ,  en p r e s e n c i a  de t e r m i n e
i n d e p e n d i e n t e ,  es - 4 — 4 ^ - 4 1  . V a l o r e s  c e r c a n o s  de v i i  a 1 son  
h “
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i n d i c a t i v o s  de p u n t o s  l e j a n o s  en e l  e s p a c i o  de v a r i a b l e s  r e g r e s o  
- a s .  En o c a s i o n e s ,  l a  t e r m i n o l o g i a  se c o n f o n d e  y se h a b l a  i n d i s -  
t i n t a m e n t e  de c a s o s ,  o b s e r v a c i o n e s  y f i l a s  " o u t l i e r s " .  En o c a s i o  
n é s ,  se h a b l a r â  de v i i  como e l  p o t e n c i a l  d e l  c a s o  i - é s i m o .  E l  
p r i m e r  t r a b a j o  r e l a c i o n a d o  c o n  l o s  v i i  se debe  a H o a g l  i n . y Welsch (1978).
Como se i l u s t r a  a c o n t i n u a c i ô n , l a s  m e d i d a s  de i n f l u e n c i a  
c x i s t e n t e s  c o m b i n a n  i n f o r m a c i ô n  d e l  b l o q u e  b é s i c o  ("f i , v i i )  o ,  
e q u i v a l e n t e m e n t e ,  •
3 . 2 . 1 .  D i s t a n c i a  de Cook
Cook ( 1 9 7 7 )  p r o p o n e  e l  e s t a d i s t i c o  més u t i l i z a d o  p a r a  e v a l u a r  
l a  c e n t  r  i b u c  i ô n  o i n f l u e n c i a  de un  c a s o  en l a  d e t o r m i n a c i ô n  de
A .
, e l  e s t i m a d o r  m . c .  de fS . La  i ^ e a  b é s i c a  es  c o n s t r u i r  una 
m e d i da  que r e f i e  j e  l a  d i s t a n c i a  de a , e l  e s t i m a d o r  caj^
c u l a d o  e l i m i n a n d o  e l  c a s o  i - é s i m o .  A s i ,  l a  d i s t a n c i a  de Cook es 
e l  e s t a d i s t i c o  a a t ' , a  a -
---------------  A A (^-7)
E s t a  m e d i d a  es l a  d i s t a n c i a  a l  c u a d r a d o  de |!> a ^ j  dada  p o r  
l a  m a t r i z  de p r o d u c t o  e s c a l a r  % X  y t i p i  f i c a d a  p o r  e l  f a c t o r  de 
e s c a l a  .
Un c a s o  se j u z g a  i n f l u y c n t c  s i  p r o d u c e  un v a l o r  g r a n d e  de l a
d i s t a n c i a  D; . La m a g n i t u d  de ( 1 . 7 )  se p u e de  e v a l u a r  c o m p a r a n d o
c a n  una t a b l a  do v a l o r e s  de l a  d i s t r i b u c i ô n  , n - m  u s a n d o  l a  
s e m c j a n z a  e n t r e  D;  y e l  e l i p s o i d e  de c o n f i a n z a  c o n j u n t o  de c o e -  
f l c i e n t a  i  - « t  , f o r m a d o  p o r  a q u e l l o s  p u n t o s  t a i e s  que
(ib'-(i)'x'x (^*-(b)  ^ c
A_  ------------------------ 4  ' " m ,  n - m
m  % ^
S i ,  p o r  e j e m p l o , 0 ;  SïS F m , n - m , o i  , l a  s u p r e s i ô n  d e l  c a s o  i - é s i m o
t r a s l a d a  c l  e s t  i m a d o r  h a s t a  l a  f  r o n t e r a  de un e l i p s o i d e  de  c o n ­
f i a n z a  1 - x  p a r a  |î> . S i n  e m b a r g o ,  no se d i s t r i b u y c  como
u n a  F .
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La d i s t a n c i a  ( 1 . 7 )  se pu ed e  c a l c u l a r  c o n  l a  i n f o r m a c i ô n  d i s ­
p o n i b l e  a l  e f e c t u a r  un a n é l i s i s  c o n  t o d o s  l o s  d a t o s  p o r q u e  se 
t  i e n c
D i  H ( 1 . 8 )
La c x p r e s i ô n  ( 1 . 8 )  f a c t o r i z a  , a p a r t é  d e l  t e r m i n e  c o n s t a n t e
m* , en e l  p r o d u c t o  de FL Y —; , f u n c i ô n  m o n ô t o n a  de l a
i  -  'Y;,
d i s t a n c i a  de a l  c e n t r e  de l o s  d a t o s .  P o r  c o n s i g u i e n t e , s e -
gun c l  e s t a d i s t i c o  de C o o k , un c a s o  pu ed e  s e r  i n f l u y e n t e  s i  l a  
o b s e r v a c i ô n  Y- es  " o u t l i e r "  o s i  l a  f i l a  x j  es  e x t r e m a .
La m e d i d a  ( 1 . 7 )  es  un c a s o  p a r t i c u l a r  de una c l a s e  de m e d i ­
das d a d a  p o r
( 1 . 9 )
do nd e  c  es  un f a c t o r  de e s c a l a  p o s i t i v o  y M una m a t r i z  
d e f i n i d a  p o s i t i v a .  Puede d c m o s t  r a r s e  que l a  C i  M ( C u r v a ^ d e ^ i n -  
f l u c n c i a  m u e s t r a l )  d e l  e s t i m a d o r  (!> es
de modo que ( 1 . 9 )  es una no rma o a p l i c a c i ô n  de R  en R  de l a  
CIM p a r a  o r d e n a r  l o s  c a s o s  s e g ûn  su i n f l u c n c i a . La e l e c c i ô n  de M 
y C y d e t a l l e s  e l a b o r a d o s  de l a  t e o r i a  e s t é n  muy b i e n  e x p l i c a -  
dos en e l  l i b r e  de Cook y W e i s b e r g  ( 1 9 8 2 ) .
3 . 2 . 2 .  E s t a d i s t i c o  de A n d r e w s - P r e g i b o n
O t r o  m é t o d o  de d e t e c c i ô n  de c a s o s  i n f l u y e n t e s  e s t é  da do  p o r  
A n d r e w s  y P r e g i b o n  ( 1 9 7 8 ) .  Sea X * » ^ X | Y ^  l a  m a t r i z  de c o n s ­
t a n t e s  d e l  m o d e l o  a u m e n t a d a  con  l a  c o l u m n s  de o b s e r v a c i o n e s  Y .
E l  e s t a d i s t i c o  de A n d r e w s  v Pregibon p a r a  e v a l u a r  l a  i n f l u e n c i a  
d e l  c a s o  i - é s i m o  es
G eo m ét r  i c a m e n t e  j.- es l a  p r o p o r c i ô n  de v o l u m e n  de un e l i p s o i ­
de e n g e n d r a d o  p o r  X* X* a t r i b u i b l e  a l  c a s o  i - é s i m o .  La e x p r e s i ô n  
( 1 . 1 0 )  se  p u e de  f a c t o r i z a r  en l a  f o r m a
1
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q u o ,  do n u e u o ,  c o m b i n a  i n f o r m a c i ô n  b a s a d a  en e l  b l o q u e  .
Un c a s o  se  c o n s i d é r a  i n f l u y e n t e  c u a n d o  R ;  es pequePio.  Como m é t o ­
do p a r a  c a l i b r a r  l a  m a g n i t u d  d e l  mLn R ;  , A n d r e w s  y P r e g i b o n  s u -  
g i e r e n  un  m é t o d o  b a s a d o  en e l  p - v a l o r
p , P , ( R .  4 R . * j
d on de  R, = mun R^ y R.  es e l  v a l o r  o b s e r v a d o  de R .
La i d e a  i n i c i a l  do A n d r e w s  y P r e g i b o n  so r e f i e r e  a g r u p o s  
do c a s o s  1 = " "k3  cn l u g a r  do a c a s o s  i n d i v i d u a l c s .  E l
a n à l o g o  R j  do ( 1 . 1 0 )  f a c t o r i z a  en l a  f o r m a
R,
do nd e  cs  un a n à l o g o  p a r a  c a s o s  m u l t i p l e s  d e l  r e s i d u a l  e s t u ­
d e n t i z a d o  y e l  d é t e r m i n a n t e  | d e p e n d e  de l a  c a j a
k  X k  de V  f o r m a d a  p o r  l a s  f i l a s  y c o l u m n a s  c o n t e n i d a s  en I .  La 
d e t e r m i n a c i ô n  de R ^ p a r a  t o d o s  l o s  s u b c o n j u n t o s  de k c a s o s  
pu ede  s e r  compl i cada l o  que c o n s t i t u y e  un i nconven i en te  p o t e n c i a l  de 
l a  m c d i d a  ( 1 . 1 1 ) .  R e c i c n t e m e n t e ,  L i t t l e  ( 1 9 8 5 )  ha  e s t u d i a d o  con
ma yo r  d e t a l l e  e l  t e r m i n e   1—  de ( 1 . 1 1 ) .
n -m
3 . 2 . 3 .  M e d i d a s  do B e l s l e y ,  Kuh y W e l s c h
B e l s l e y ,  Kuh y W e l s c h  ( 1 9 8 0 )  i n t r o d u c e n  l o s  e s t a d i s t i c o s  DF 
y l a  t é c n i c a  f ' O ' R AT I O.
L o s  e s t a d i s t i c o s  DF sc  l l a m a n  a s i  p o r q u e  d e p e n d e n  de d i f e r e n -  
c i a s  do r e s u l t a d o s  de un a n é l i s i s  c a l c u l a d o s  con  t o d o s  l o s  d a t o s  
y con  e l  i - é s i m o  c a s o  s u p r i m i d o .  C uando  e l  i n t e r é s  p r i n c i p a l  r a -  
d i c a  on  e l  e s t i m a d o r ,  l a  c a n t i d a d  p e r t i n e n t e  es
D F B E T A ' ^  = ^  -  h i . )  ( 1 . 1 2 )
S i  C a ( X X )  X , so t i e n e  v a r  [   ^ j . -  ^
y , p o r  c o n s i g u i e n t e ,  una p o s i b l e  t i p i f  i c a c i ô n  de ( 1 . 1 2 ) ,  componer i  
t o  a c o m p o n e n t e ,  c s  a  a
D F B E T A S ; - r  _____________   = _ ! i L _ +  ( 1 . 13 )
> r - ' - r - 1 . 1 %  r f -  -  '
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C uando  e l  o b j e t i v o  es  b u s c a r  c a s o s  i n f l u y e n t e s  en l a s  p r e d i £  
c l o n e s ,  l o s  e s t a d i s t i c o s  DF a p r o p i a d o s  son
OFFIT.^ ,  Y,
A  ^ A A , A ^
d o n d e  \  = ^  ^  Y; (i.) . P u e s t o  que u a r  ct-
es  n a t u r a l  t o m a r  ^ c o m o  f a c t o r  de e s c a l a  y c o n s i d e r a r
- ( - * h ( 1 . 1 4 )
La i n t r o d u c c i ô n  de (P(L) en e l  d e n o m i n a d o r  de ( 1 . 1 3 )  y ( 1 . 1 4 )  im 
p l i c a  l a  i n d e p e n d e n c i a  de e s t e  con  c l  n u m e r a d o r  c o r r e s p o n d i e n t e .
La t é c n i c a  C O V ^ A T I O ^ s t â  d i s eP i a da  p a r a  c o m p a r a r  l a s  m a t r i c e s  
de c o v a r i a n z a s  do ^  y ^ . T e n i e n d o  en c u e n t a  que  w r  L ^ l  "  
= ( T ^ f x x )   ^ y a ( X ( i )  X(  j  ^ , e l  e s t a d i s t i c o  es
C O V R A T I O  =
»(x)
I K u  ( A l . ,  Y | u )  I
I 'r ^  U 'Y)-‘ l
t j .
( 1 . 1 5 )  
- i
n  -  m  n -  m
Lo s  c r i t c r i o s  p r o p u e s t o s  p a r a  d e c i d i r  c u a n d o  un c a s o  e s  i n ­
f l u y e n t e  s on  I d f b e t a s - ^  I y  » | d f f i t S ; , 1 >  z ^ py ^  y
1 C O V RA TI O  -  i  1 >
3 . 2 . 4 .  Camb i o do v o l u m e n  de un e l i p s o i d e  de c o n f i a n z a
S i  A es  una m a t r i z  k  % k  d e f i n i d a  p o s i t i v a  y E es  e l  
e l i p s o i d e  de f  i n i d o  p o r  E  ~ |  d €. : d ' A i  4 a . |  » s u v o l u m e n
es  vot  [^E] r  —i  ! I A I ^  . P o r  c o n s i g u i e n t e ,  s i  E@ es  e l
e l i p s o i d e  de c o n f i a n z a  c o n j u n t o  p a r a  P  de c o e f i c i e n t e  
b a s a d o  en  e l  c o n j u n t o  t o a l  de d a t o s  y E ( t )  c s  e s t e  m i s mo  e l i p ­
s o i d e , p e r o  c o n  e l  c a s o  i -  e s i m o  e l i m i n a d o , e l  l o g a r i t m o  d e l  c o -  
c i e n t c  o r a z ô n  de v o l ù m e n e s  es
.1
l o  k o , . /  J
m .  4 ( 1 . 1 6
= -T—  (og %   tou COVRATIO
2.
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de d o n de  v o t  *  C o n s t  ( C O V R A T l O )  \  P o r  c o n s i ­
g u i e n t e ,  e l  c a m b i o  en e l  v o l u m e n  e s  é q u i v a l e n t e  a l  e s t a d i s t i c o  
COVRATIO.  En ( 1 . 1 6 ) ,  Y ^U\ ,  *  = .
S i  l a  c a n t i d a d  ( 1 . 1 6 )  es  g r a n d e  y p o s i t i v a ,  l a  e l i m i n a c i o n  
d e l  c a s o  i - é s i m o  p r o d u c i r â  una d i s m i n u c i ô n  s u s t a n c i a l  d e l  v o l u ­
men.  T e n i e n d o  en c u e n t a  l a  e x p r e s i ô n  ( 1 . 1 5 )  p a r a  COVRATIO,  un 
" B u t l i e r "  ( g r a n d e ) pu ed e  p r o d u c i r  e s t e  r e s u l t a d o .  S i  
O' -%  1 , l a  e l i m i n a c i o n  d e l  c a s o  p u e de  c a u s a r  un au me n t o  s u s t a n ­
c i a l  de v o l u m e n .  La m a y or  p a r t e  de l o s  c a s o s  de be  t e n e r  un  c o c i e n  
t e  ( 1 . 1 6 )  p r o x i m o  a c e r o .
3 . 3 .  E j e m p l o
Un e j e m p l o  pu ede  s e r v i r  de a y u d a  p a r a  f i j a r  l a s  i d e a s  de 
e s t e  a p a r t a d o .  C o n s i d é r e s e  e l  m o d e l o  l i n e a l  de r e g r e s i ô n  s i m p l e  
Y a j î ,  i - j S j X + E  p a r a  e l  c o n j u n t o  de d a t o s  de l a  t a b l a  1 . 1 .  E£
t o s  d a t o s  p r o c e d e n  o r i g i n a l m e n t e  de M i c k e y ,  Dunn y C l a r k  ( 1 9 6 7 )  
y han s i d o  a n a l i z a d o s  en A n d r e w s - P r e g i b o n  ( 1 9 7 8 ) ,  D r a p e r  y J o h n
( 1 9 8 1 )  y C o o k - W e i s b e r g  ( 1 9 8 2 ) ,  e n t r e  o t r o s . L a s  v a r i a b l e s  s o n  
X = edad  de un n i h o  a l  h a b l a r  ( e n  me s c s )  e y = p u n t u a c i ô n  en 
un d e t e r m i n a d o  ex amen .
TABLA 1 .1
Caso y Caso y
1 15 95 11 7 1 1 3
2 26 71 12 9 96
3 10 83 13 10 8 3
4 9 91 14 11 6 4
5 15 1 02 15 11 1 02
6 20 8 7 16 10 1 00
7 18 93 17 12 1 05
8 11 100 18 42 57
9 8 1 04 19 17 121
10 20 94 20 1 1 86
21 10 1 00
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La nu be  de p u n t o s  a s o c i a d a  a c s t o s  d a t o s  se r e c o g e  en l a  F i g .  1 . 1
J^O
Rac-ta stn 16/100
80
60
40
2010
1.1
Lo s  p u n t o s  2 ,  18 y 19 p a r e c e n  d o m i n a r  l a  t e n d e n c i a  l i n e a l  de 
l o s  d a t o s .  S i  e s t o s  t r è s  p u n t o s  se e l i m i n a r a n  l a  s e n s a c i ô n  de 1 i -  
n e a l i d a d  s é r i a  més d c b i l .
C o n s i d c r e n s e  l o s  p u n t o s  18 y 19 c o n  més d e t a l l e .  L a s  r c c t a s  
a j u s t a d a s  c on  t o d o s  l o s  d a t o s , e l i m i n a n d o  c l  c a s o  18 y e l i m i n a n d o  
e l  c a s o  19 s o n ,  r e s p e c t i v a m c n t e ,
C o n j u n t o  t o t a l  
Caso 18 c l i m i n a d o  
Caso 19 e l i m i n a d o
Y = l . i s  K
Y = 105. - 0 .78 %.
Y  ^ 104.30 -  1.14%.
Como ya s u g c r i a  un s i m p l e  r a z o n a m i c n t o  s o b r e  e l  d i b u j o ,  e l  c a s o  
19 a p e n a s  i n f l u y e  en e l  a j u s t e ,  m i c n t r a s  que  l a  e l i m i n a c i o n  d e l  
c a s o  1 8 ,  aun qu e  no a l t é r a  e s e n c i a l m e n t e  e l  t e r m i n e  i n d e p e n d i e n t e ,  
i n c i d c  c r i t i c a m c n t e  en  l a  p e n d i e n t e  de l a  r e c t a  r e d u c i é n d o l a  , en 
m ô d u l o ,  en un 30%.
E l  p é r r a f o  a n t e r i o r  qu ed a  r e f r e n d a d o  p o r  l o s  v a l o r e s  de  l a s  
m e d i d a s  de i n f l u e n c i a  més u s u a l e s .  La t a b l a i . 2 m u e s t r a  l o s  v a l o -
r c s  de D: R. p a r a  l o s  c a s o s  2 ,  18 y 19,
16 -
TABLA 1 . 2 .
Caso r . ' *11 Di
2 0 . 8 9 0 . 1  55 0 . 0 8 0 . 8 1
18 0 . 7 3 0 . 6 5 2 0 . 6 8  
(max D( )
0 . 3 3  
( m i n  )
19 7 . 9 7 0 , 0 5 3 0 . 2 2 0 .55
Con e s t a  i n f o r m a c i ô n  se d e d u c e  que e l  c a s o  19 es  un " o u t l i e r "  c o ­
mo m u e s t r a  c l  a l t o  v a l o r  de . C l  p - v a l o r  p a r a  c l  c o n t r a s t e  de
l a  h i p ô t e s i s  -  0  en e l  m o d e l o  de m e d i a  t r a s l a d a d a  p a r a
e s t e  c a s o  es  me n er  o i g u a l  que  0 . 0 4 2 3 .  La a n o m a l ! a  d e l  c a s o  18 se 
debe a su l e j a n i a  d e l  c e n t r e .  O b s c r v e s e  q u e ^ p a r a  un  m o d e l o  de r e ­
g r e s i ô n  s i m p l e ,
O’;- = 1
i- '
Como m u e s t r a  e l  d i b u j o ,  ^ es  r e m a r c a d a m e n t e  m a y or  que  e l
r e s t e  de l o s  ( X j  -  )< ) , [ x » 1 ^ . 3 8 ] .
Pose  a qu e  c l  c a s o  19 es  un " o u t l i e r "  no es  c x c e s i v a m e n t c  i nA —
f l u y e n t e  s e g û n  U[ . Su c l i m i n a c i ô n  t r a s l a d a r i a  a l a  f r o n t e r a
de un e l i p s o i d e  de c o n f i a n z a  a l  20%. S i n  e m b a r g o ,  l a  c l i m i n a c i ô n
d e l  c a s o  18 e f e c t u a r i a  una  t r a s l a c i ô n  de {& a l a  f r o n t e r a  de un 
e l i p s o i d e  de c o n f i a n z a  a l  48%. E l  c a s o  2 ,  como l o s  demés c a s o s ,  
no p r é s e n t a  n i n g u n a  p a r t i c u l a r i d a d  de i m p o r t a n c i a  s e g ûn  .
L o s  r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  c o n  en c u a n t o  a l a  o r d e n a c i ô n
de c a s o s  r c s p e c t o  a su  i n f l u e n c i a  q ue d a n  con  f  i  rma do s  p o r  c l  e s t a ­
d i s t i c o  de A n d r e w s - P r e g i b n n  en e l  s e n t i d o  de que y son
l o s  d o s  v a l o r e s  més p c q u e h o s  de R [  . En l a  f i l o s o f i a  i n i c i a l  de
A n d r e i u » f  r é g i  b o n , c l  c a s o  18 c s  un " o u t l i e r "  que i m p o r t a  y c l  c a ­
so 19 un " o u t l i e r "  que n o .
4 .  MULTICOLINEALIDAD EN REGRESION L INEAL
4 . 1 .  De f i n i c i ô n
L o s  t c r m i n o s  m u l t i c o l i n e a l i d a d .  c o l i n c a l i d a d  y m a l a  c o n d i ­
c i ô n  ( " i 1 1 - c o n d i t i o n i n q " ) d e n o t a n  un a  s i t u a c i ô n  en l a  que l a s  v a -
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r i a b l e s  r c g r e s o r a s  d e l  m o d e l o  m a n t i e n e n  una d e p e n d e n c i a  l i n e a l  
a p r o x i m a d a .  L o s  do s  p r i m c r o s  son  s i n o n i m o s  y so u s a n  i n d i s t i n t a -  
m o n t o .  E l  t e r c e r o  es  un c o n c e p t o  t o rnado d e l  a n a l i s i s  n u t n c r i c o  y 
t r a s l a d a d o  a 1 p r o b l c m a  de m i n i m e s  c u a d r a d o s  en c l  s e n t i d o  de  l a  
m a l a  c o n d i c i â n  d e l  s i s t e m a  de e c u a c i o n e s  n o r m a l e s  X X |î> = X Y 
c u a n d o  l a s  v a r i a b l e s  d e l  m o d e l o  s on  c o l i n e a l e s . Como s e M a 1 an  BKW 
( 1 9 8 0 ) ,  l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  no es  p r o p i a m e n t e  un p r o b l e m s  e s t a -  
d i s t i c o  p o r q u e  s o l o  d e p en d e  de l e s  d a t e s  en X p e r o  es  s u s c e p t ^  
b l e  de d i s m i n u i r  l a  e f i c a c i a  y f i a b i l i d a d  de d e t e r m i n a d o s  a s p c c -  
t o s  d e l  a n à l i s i s  m i n i m o - c u a d r â t i c o . Hay que o b s e r v e r  q u e ,  p o r  su 
p r o p i a  n a t u r a l e z a ,  l a  c o l i n e a l i d a d  es  un p r o b l e m s  d i f i c i l  do  d é ­
f i n i r  p o r q u e ,  en o c a s i o n e s ,  d e p e n d e  de  l a  c a p a c i d a d  de c a l c u l e  
d i s p o n i b l e ,  ( W e i s b e r g ,  1 9 8 5 ) .  Se s u e l e  h a b l a r  de d a t e s  c o l  i n c a l e s  
o d e l  g r a d e  de c o l i n e a l i d a d  p r é s e n t e  en  un c o n j u n t o  de d a t o s .
La m u l t i c o l i n e a l i d a d  es  un t ema c l â s i c o  de l a  i n v e s t i g a c i ô n  
on m o d e l é s  l i n e a l e s  y l a  b i b l i o g r a f i a  es  muy e x t e n s a .  S i l v e y  
( 1 9 6 9 )  d i s c u t e  l e s  e f e c t o s  de l a  c o l i n e a l i d a d  en l a  c s t i m a c i ô n  
de f u n c i o n e s  p a r a m é t r i c a s  X . H o e r l  y K e n n a r d  ( 1 9 70 )  m o t  i  van  
l a  i n t r o d u c c i ô n  de l a  r c g r e s i ô n  " r i d g e "  m o s t r a n d o  l a  t e n d e n c i a  d e l  
e s t  i m a d o r  h a c i a  l o n g i t u d e s  a l  t a s  y s i g n e s  i n c o r r e c t e s  en  p r e -
s e n c i a  de m u l t i c o l i n e a l i d a d .  M a r q u a r d t  ( 1 9 7 0 )  i n t r o d u c e  e 1 c o n c o £  
t e  de i n f l a c i ô n  de v a r i a n z a .  M a r q u a r d t  y Snee ( 1 9 7 5 )  r e c o m i e n d a n  
c o n t r a r  y t i p i f i c a r  l a s  v a r i a b l e s  r c g r e s o r a s  p a r a  e l i m i n a r  l a  ma la  
c o n d i c i ô n  no e s e n c i a l  ( " n o n - e s s e n t i a l  i l l - c o n d i t i o n i n g " ) .  O t r o s  
t r a b a j o s  i n t e r c s a n t e s  se de be n  a G u n s t  -  M a s o n ( 1 9 7 7 ) ,  W i l l a n  y 
W a t t s  ( 1978 ) y B r a d l e y - S r i v a s t a v a  ( 1 9 7 9 ) .  P o s t e r i o r e s  son  l e s  l i ­
b r e s  de H a s o n - G u n s t  ( 1 9 8 0 )  y BKW ( 1 9 8 0 ) .  E l  l i b r o  de Ma son  y 
Gu n s t  i n c l u y e  un c a p i t u l e  d e d i c a d o  a d i s t i n t o s  m é t o d o s  de  e s t ^  
m a c i ô n  s e s g a d a  que p u e d e n  s e r  a l t e r n a t i v e s  a l o s  m i n i m e s  c u a d r a d o s  
c u a n d o  l o s  d a t o s  m u e s t r a n  un a l t o  g r a d o  de m u l t i c o l i n e a l i d a d .  E n ­
t r e  e l l e s ,  l a  r e g r e s i ô n  " r i d g e " ,  l a  r e g r o s i ô n  p o r  c o m p o n c n t o s  
p r i n c i p a l e s  y l a  " l a t e n t  r o o t  r e g r e s s i o n " .  E s t a  u l t i m a  se  d e b e  a 
W e b s t e r , G u n s t  y Mason ( 1 9 7 4 ) .  E l  l i b r o  de BKW i n t r o d u c e  v a r i a s  
t c c n i c a s  n u e v a s  y se m a n i  f i e s t a  c o n t r a r i o  a l a  p r à c t i c a  de  c c n -  
t r a r  l o s  d a t o s .  T r a b a j o s  mas r e c i e n t e s  s o n  l o s  de M a n s f i e l d  y 
He l ms  ( 1 9 8 2 ) ,  G u n s t  ( 1 9 8 3 ) ,  B c l s l e y  ( 1 9 8 4 )  y G u n s t - M a s o n  
( 1 9 8 5 ) .
La e x i s t e n c i a  de una r e l a c i ô n  l i n e a l  a p r o x i m a d a  e n t r e  l a s
- i a  -
v a r i a b l e s  X d e l  m o d e l o  p u e d c  r e p r e s e n t a r s e  m c d i a n t e  un v e c t o r  
Cl  dc l o n g i t u d  1, t a l  que
%  O  ( 1 . 1 7 )
Sea ,  en l a  n o t a c i o n  u s u a l ,
X  X .  C O C '  ( 1 . 1 8 )
l a  d e s c o m p o s i c i o n  c s p e c t r a l  de  l a  m a t r i z  X X .  De ( 1 . 1 7 )  s c  s i -  
gue que c '  X ' X  c. % 0  l o  que i m p l i e s  l a  e x i s t e n c i a  de a u t o v a l o r e s  
p e q uo f l o s  de l a  m a t r i z  X ' X p o r  s e r  ( R a o ,  ( 1973)^
c X X c  = = X i
c C : i
Por  ^ c o n s i g u i e n t c , l a  m a t r i z  de v a r i a n z a s - c o v a r i a n z a s  d e l  e s -  
t i m a d o r  , V  [  ^  ]  s V * ^ ( X ' X )  t i e n e  e l e m e n t o s  d i a g o n a l e s  g r a n ­
de s  a l  s e r  _ m
E s t e  r a z o n a m i e n t o  d e m u e s t r a  qu e  e l  v e c t o r  de c o c f i c i e n t e s  m i n i m o -  
c u a d r a t i c o s  es  e s t a d i s t i c a m e n t e  i n e s t a b l e  ( v a r [  ^^ ]  a l t  a s ) . P o r  
o t r o  l a d o , s i  vj l= C X  Y » d o n de  C es  l a  m a t r i z  o r t o g o n a l  m x  m
de ( 1 . 1 6 ) ,  se puede  p o n e r
s i e n d o  ^  *  Ll f l  • ' "  '  Y'»»! '  S i  % 0  , l a  f o r m u l a  ( 1 . 2 0 )  p u e de  s e r
muy s e n s i b l e  a n t e  pequeMas  p e r t u r b a c i o n e s  en X y en Y l o  que  
d e m u e s t r a  qu e  ^  e s t a ,  t a m b i é n ,  a f e c t a d o  de p r o b l e m a s  de i n e s t a -  
b i l i d a d  n u m e r i c s .
Un p u n t o  i m p o r t a n t e  d e l  t r a b a j o  de G u n s t  ( 19 83 )  es  l a  i n -  
t r o d u c c i o n  dc  l a  p r i m e r a  d e f i n i c i ô n  f o r m a i  de m u l t i c o l i n e a l i d a d .
En a n a l o g i a  c o n  e l  c o n c e p t o  de d e p e n d e n c i a  l i n e a l  de un  c o n j u n t o  
de  v c c t o r c s  j  de , G u n s t  p r o p o n e  l a  s i g u i e n t o  d e -
f i n i c i o n  f o r m a i  dc m u l t i c o l i n e a l i d a d  e n t r e  l a s  c o l u m n a s  de  l a  ma­
t r i z  X.
D EFIN IC ION
S u p ô n g a s c  e l  m o d e l o  ( 1 . 1 ) .  S i  p a r a  una c a n t  i d a d  rj X O  
( f i j a d a )  e x i s t e  c  €  R  no n u l o  t a l  que  H X c l ^  6  t | | f c . | j  , e n t o n -  
c e s  se d i c e  que  e x i s t e  una c o l i n e a l i d a d  e n t r e  l a s  c o l u m n a s  de l a  
m a t r i z  X.
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E s t a  d e f i n i c i ô n ,  a u n q u o  u t i l ,  no es  c o m p l c t a m e n t e  s a t i s f a c t £  
r i a .  E s t o  s u b r a y a , una v ez  ma s ,  e l  c a r é c t e r  c o m p l e j o  de l a  d e f i n i ­
c i ô n  e x a c t s  d e l  p r o b l e m a  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  en r e g r e s i ô n  l i n e a l .
4 . 2 .  C au sa s  y e f e c t o s
La m u l t i c o l i n e a l i d a d  p u e d e  a p a r e c e r  p o r  d i s t i n t a s  r a z o n e s .
En g e n e r a l ,  se d i s t i n g u e n  c i n c o  c a u s a s  p r i n c i p a l e s :  e s p e c i f i c a c i ô n  
d e l  m o d e l o ,  m u l t i c o l i n e a l i d a d e s  i n h e r e n t e s  a l a  p o b l a c i ô n ,  m u e s -  
t r e o  d e f e c t u o s o ,  m u l t i c o l i n e a l i d a d e s  p r o u o c a d a s  p o r  " o u t l i e r s "  o 
f i l a s  e x t r e m e s  de l a  m a t r i z  X y ,  p o r  u l t i m o ,  m o d e l o s  s o b r e d e f i -  
n i d o s .  Una v e z  que se ha d e c i d i d o  qu e  l a  c o l i n e a l i d a d  p r o c é d é  de 
una de e s t a s  c i n c o  c a u s a s , l a s  s o l u c i o n e s  o a c c i o n e s  que d e b e n  t £  
m a r s e  no s on  r u t i n a r i a s  y es  d i f i c i l  d a r  una  no r ma  de c a r â c t e r  g £  
n e r a l .  Una d i s c u s i ô n  d e t a l l a d a ,  p u e d e  v e r s e  en G u n s t  ( 1 9 8 3 ) .
En c u a n t o  a l o s  e f e c t o s ,  e s t o s  son  m u l t i p l e s  y v a r i a d o s ,  aun  
q u e ,  como ya  se  ha i n d i c a d o  a n t e r i o r m e n t e , p u e d e n  r e s u m i r s e  de m£ 
do g l o b a l  en p r o b l e m a s  de i n e s t a b i 1 i d a d  n u m c r i c a  y e s t a d i s t i c a  d e l
e s t i m a d o r  . S i g u i e n d o  de n u e v o  a G u n s t  ( 1 9 8 3 )  l a s  m u l t i c o l i ­
n e a l  i d a d c s  son  c o n s i d c r a d a s  p e r j u d i c i a l e s  c u a n d o :  i )  l o s  v a l o r e s  
de l o s  c s t i m a d o r c s  y e s t a d i s t i c o s  m u e s t r a l e s  e s t â n  a f e c t a d o s  màs 
p o r  l a s  m u l t i c o l i n e a l i d a d e s  que  p o r  e l  v e r d a d e r o  v a l o r  de l o s  p a -  
r â m c t r o s , '  i  i  ) l a s  v a r i a n z a s  de l o s  e s t i m a d o r e s  y l a  l o n g i t u d  de 
l a s  i n t e r v a l o s  de c o n f i a n z a  s on  e x c e s i v a m e n t e  g r a n d e s  o ( i i i )  l a s  
p r e d i c c i o n e s  son  muy i m p r e c i s a s  c u a n d o  e l  p u n t o  en e l  que  se  p r e -  
d i c e  no s i g u e  l a  e s t r u c t u r a  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  de l o s  d a t o s .
La s  m u l t i c o l i n e a l i d a d e s  no n e c e s a r i a m c n t c  p r o d u c e n  e s t o s  p r o b l e ­
mas p e r o  ha y  una f u e r t e  t e n d e n c i a  de a p a r i c i ô n  de l o s  m i s m o s  cua r i  
do l a s  v a r i a b l e s  r e g r e s o r a s  s o n  c o l i n e a l e s .
S i  es  un a u t o v e c t o r n o r m a l i z a d o  c o r r c s p o n d i e n t e  a l  a u t o -
v a l o r  X ÿ  y X ^% 0  , se t i e n e  X X Y =  X: = >  H X  Y « X ^  %  O
de d o n d e  ^ ^
X  Y j  A) 0  ( 1 . 2 1 )
La r e l a c i ô n  ( 1 . 2 1 )  es  un a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  d c s c r i t a  p o r  l a s  c o o r _  
d e n a d a s  a l  t a s  de y  . En v i r t u d  de l a  d c s c o m p o s i c i ô n  e s p e c t r a l  
do ( 1 . 1 8 )  s e t i e n e  ^
A J ü  Y •
v a r | ' L l , r ^ ?  - 2 ^  ( 1 . 2 2 )
^ F *  H
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y
c o w  , w. . i-F I -  ^  ( 1 . 2 3 )
P o r  t a n t o ,  s i  l a s  v a r i a b l e s  y son  c o l i n e a l e s ,  l o s  suman
do s  d o m i n a n t e s  en ( 1 . 2 2 )  y ( 1 . 2 3 )  s o n ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,
« r  [ k ]  %  r ‘
“ ''[k 'ÎH l % r ’-JtttiîL
l o  que p c r o i t c  c o n c l u i r  q u e ,  en  t a l  c a s o t  V O f j  y 
s on  g r a n d e s  a s i  como |  c ov  ^ ' ( ^ t  1 1
Cuando s o l o  ha y  un a u t o v a l o r  p e q u e h o , l a  r e l a c i ô n  ( 1 . 2 0 )  i m -  
p l i c a  que
y ,  p o r  t a n t o ,  s i  es  g r a n d e  se  t i e n e n :  i )  e s t i m a d o r e s  g r a n d e s
en m a g n i t u d  s a l v o  que ü.^ %  0  y i  i  ) s i g n e s  d e t e r m i n a d o s  mas p o r  
l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  que p o r  l a  r e l a c i ô n  de l o s  r e g r e s o r e s  c o n  l a  
r e s p u e s t a .
C o n s i d e r es e  l a  v a r i a b l e  a l e a t o r i a  L j  « ^  11 =
= ^  -1^1 . E l  e r r o r  c u a d r â t i c o  m e d i o  ( E . C . M . )  es  l a  d i s t a n c i i
c s p c r a d a  d e l  e s t i m a d o r  a l  p a r à m e t r o ,
E . C . M .  = t r [ r ^ ( x X )  2-^
A f" j"
S i  a l g û n  es  p e q u e h o , e l  E . C . M .  de |X en l a  e s t i m a c i ô n  de
es  g r a n d e .  P o r  o t r o  l a d o ,  p u e s t o  que £  I /i  1 -  |!> y V  I &  I - 
= r M X ' X ) ' ^  , o n t o n c e s
*■] = E  [  f> f > ]  -  f> (!) -» t r  ( X ' x )  r  l l j X l l  +
P o r  t a n t o ,  en p r e s e n c i a  de m u l t i c o l i n e a l i d a d ,  (i  e s ,  en  m£ 
d i a , mucho mas l a r g o  que y |1 H t i e n e  mucho s c s g o  p a r a  e s ­
t i m e r  Il A»Il aûn  s i e n d o  i n s c s g a d o  p a r a  |s ( H o e r l  y K e n n a r d ,
1 9 7 0 ) .
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S i l v e y  ( 1 9 6 9 )  e s t u d i a  e l  p r o b l e m a  dc l a  e s t i m a c i ô n  de c o m b i n g  
c i o n e s  l i n e a l e s  X . S i  X X « C O C  , X r C . Q .  , u n i t a r i o ,  e n t o n c e s
var [ x i  1 = X ' tx 'x r ' i  . r V  D'V. r ' Z  d.z,)I I J X ' H
S i l v e y  c o n c l u y e  que se p u e d e n  t c n e r  e s t  i mac  i o n e s  r e l a t i v a m e n t e  p r £  
c i s a s  en l a s  d i r e c c i o n e s  de l o s  a u t o v e c t o r  es  de X X  a s o c i a d o s  a 
au tova l o r es  g r a n d e s . Las  c s t i m a c i o n e s  màs i m p r e c i s a s  c o r r e s p o n d c n  a 
l o s  a u t o v a l o r e s  p e q u e O o s . P o r  c o n v e x i d a d  en ( 1 . 2 4 )  se t i e n e :
Lo s  e x t r e m e s  de e s t a  d e s i g u a l d a d  se  a l c a n z a n  con  A =  Y ^  "
= r e s p e c t i v a m e n t e . La c o t a  s u p e r i o r  p u e d e  c a r e c e r  de s i g n i -
f i c a d o  s i  X j  es  e x c e s i v a m e n t e  p e q u e M o .
W i l l a n  y W a t t s  ( 1 9 7 8 )  d e s a r r o l l a n  una m e d i d a  p a r a  e v a l u a r  e l  
e f e c t o  n e g a t i v e  de l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  en l o s  p r o c e d i m i e n t o s  de 
i n f e r e n c i a  m i n i m o - c u a d r à t i c o s .  E l  d e s a r r o l l o  e x i g e  t i p i f i c a r  l o s  
d a t o s  ^  Z ^  y c o m p a r e r  l a  l o n g i t u d  d e l  i n t e r v a l e  de c o n f i a n z a
de c o e f i c i e n t e  1 p a r a  ( t o ma n do
= { « 1 1 • ■ ■, «p ) '  en e l  m o d e l o  E [ v ]  = ) o b t e n i d o  c o n  Z
c on  l a  l o n g i t u d  d e l  mi smo i n t e r v a l e  p e r o  c a l c u l a d o  c on  un a  m a t r i z
2.Ç, r e l a t i v a  a un h i p ô t e t i c o  o f i c t i c i ^ o  " d i s e f l o  de r e f e r e n d a
es comûn p a r a  2. y
l a s  l o n g i t u d e s  r e s -
\ \ « ï  » /
p e c t i v a s  son
C Q a h i p ô t e t i c o   f i c t i c ^ o  " d i
o r t o g o n a l "  ( P o r  t a n t o  Z  ^ 2 ^  = I p  ) .  S i  i
H. „  udopé, ) ,
1 1, , p /
 « '
A , ■ : 1 - V-I 7 (T- i  -  / 3. 11 \  / l
L ,  = ^  ^  " ^ n - m  , Y
Una p o s i b l e  m e d i d a  de l a  p é r d i d a  de p r e c i s i ô n  en l a  e s t i m a c i ô n  
de d :  c a u s a d a  p o r  l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  es l a  r a z ô n
L. I ,
s i e n d o  R j  e l  c o e f i c i e n t e  de c o r r e l a c i ô n  m u l t i p l e  e n t r e  Z j  ( l a  
j - é s i m a  c o l u m n s  dc  Z)  y l » s  demàs . C u a n t o  m a y o r
es  R j  , m a y o r  es  l a  a s o c i a c i ô n  l i n e a l  e n t r e  y l o s  t
I ) , m a y o r  es  L y m e n or  l a  r a z ô n  . I m p l l c i t o  en  e s t e
d é s a r r o i  1 o e s t a  e l  h c c h o  de que l a s  d c p o n d e n c i a s  l i n e a l e s  e n t r e  
l a s  c o l u m n a s  de Z t i e n d e n  a p r o v o c a r  l a  a p a r i c i ô n  de e l c m e n t o s  
d i a g o n a l e s  a l t o s  en  ( 2 . ' H.)
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O t r o  c f c c t o  c o n o c i d o  do l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  s c  m a n i f i e s t a  
en l o s  e s t a d i s t i c o s  ( o  e s t a d i s t i c o s  p a r c i a l e s )  p a r a
c o n t r a s t a r  j  = 0 f r e n t e  a : oC^ + 0 . Dc a c u e r d o  con
l a  h i p o t e s i s  l i n e a l  g e n e r a l
Es f r c c u e n t e  o b s e r v a r  que l o s  e s t a d i s t i c o s  t j  a s o c i a d o s  con  va 
r i a b l e s  c o l i n e a l e s  s on  pe queMos  d c b i d o  a l a  i n e s t a b i l i d a d  p r o v o -  
ca d a  p o r  l o s  v a l o r e s  a l t o s  de  . P o r  o t r o  l a d o ,  l a  i n e s t a b i ­
l i d a d  n u m c r i c a  p u e dc  h a c e r  qu e  sea  g r a n d e ,  c a u s a n d o  a s i  un
a l t o  v a l o r  de . P o r  c o n s i q u i e n t e , l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  o r i g £  
na que l a s  v a r i a b l e s  i n v o l u c r a d a s  c n  l a  misma p u e da n  t c n e r  v a ­
l o r e s  a l t o s  o b a j o s  de , i n d e p c n d i e n t e m e n t e  de l o s  v a l o r e s  
a u t c n t i c o s  de l o s  p a r a m e t r o s . E s t a  a m b i g ü e d a d  en l o s  v a l o r e s  de 
no a p a r e c e  a l  c o n s i d e r a r  l a  f u n c i o n  de p o t e n c i a  dc  e s t o s  cor i  
t r a s t e s  q u e  es  f u n c i o n  m o n o t o n a  d e l  p a r a m é t r é  de ro : e n t r a l i d p ^  
de l a  d i s t r i b u c i o n
U - '  p )
P a r a  v a l o r e s  dc Z&k  a l t o s ,  es  b a j o  y c o n  c l  l a  p o t e n c i a
d e l  t e s t .  De a q u i  se c o n c l u y e  qu e  l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  t a m b i c n  p u t  
de a f e c t a r  a d i v e r s e s  m é t o d o s  de s e l e c c i é n  de v a r i a b l e s .
^ L o s  e f e c t o s  en l a  p r e d i c c i ô n  p u e de n  i l u s t r a r s e  como s i g u e . 
S i  Yg es  l a  p r e d i c c i ô n  c o r r c s p o n d i e n t e  a l  v e c t o r  %, , C  es  
l a  m a t r i z  de l a  d c s c o m p o s i c i ô n  e s p e c t r a l  y x ,  s  Cb , l a  v a r i a n ­
za de l a  p r e d i c c i ô n  es
var[Vgl = (T^ [ - L  4 1 % r*[ _1_ 4 E
A L n  i
La p r e d i c c i ô n  pu ede  s e r  i m p r e c i s a  ( v a r  Y,  ]  a l  t a  ) s i
’ a u t o v e c t o r  a s o c i a d o  a un a u t o v a l o r  pe quo f i o  dc  X X  .
P o r  o t r o  l a d o ,  s i  X ,  t i e n e  l a  mi sma e s t r u c t u r a  de m u l t i c o l i ­
n e a l i d a d  de l o s  d a t o s ,  K, e s t é  en l a  d i r e c c i ô n  de a u t o v e c t o r e s  
a s o c i a d o s  a a u t o v a l o r e s  g r a n d e s  de X X y l a  p r e d i c c i ô n  t i e n d c  
a s e r  r a z o n a b l e .
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4 , 3 .  D i a q n é s t i c o s  dc m u l t i c o l i n e a l i d a d
Los  d i a g n ô s t i c o s  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  son  i n d i c a d o r e s  o me-  
d i d a s  d e l  g r a d e  de c o n d i c i ô n  de l o s  d a t o s .  En l a  m a y o r  i  a de 
l a s  s i t u a c i o n e s ,  l o s  m é t o d o s  de d i a g n ô s t i c o  e x i g e n  una  t r a n s f o r -  
m a c i ô n  de l o s  d a t o s  e n c a m i n a d a  a l a  c o n s e c u c i ô n  de l a  u n i f o r m i -  
dad  de e s c a l a s  en l a s  c o l u m n a s  de l a  m a t r i z  de d i s c M o . U s u a l m c n -  
t e ,  l o s  d a t o s  se s o m e t e n  a una c e n t r a l i z a c i ô n  y p o s t e r i o r  t i p i f _ i  
c a c i ô n .  La c e n t r a l i z a c i ô n  se  u t i l i z a  p a r a  e v i t a r  l a s  m u l t i c o l i ­
n e a l i d a d e s  d e b i d a s  a d i s t i n t o s  o r i g e n e s  de l a s  v a r i a b l e s  y l a  
t i p i f i c a c i ô n  p a r a  e l i m i n a r  l o s  p r o b l e m a s  que  c a u s a n  l o s  d i f e r e n -  
t e s  e s c a l a s  de l o s  p r e d i c t o r e s .  BKW ( 1 9 8 0 )  se m a n i f i e s t a n  c o n t r j  
r i o s  a l a  p r à c t i c a  de l a  c e n t r a l i z a c i ô n  y e x i g e n  t a n  s o l o  l a  
i g u a l d a d  de e s c a l a s .  I n s i s t i c n d o  en e s t o , B e l s l e y  ( 1 9 8 4 )  a r g u m c n  
t a  que l a  c e n t r a l i z a c i ô n  p r o d u c e  d i a g n ô s t i c o s  f a l s o s  dc  c o n d i ­
c i ô n  y e n m a s c a r a  e l  p a p e l  d e l  t é r m i n o  i n d e p c n d i e n t e  en l a s  dcpe£) 
d e n c i a s  l i n e a l e s  a p r o x i m a d a s .  P o r  l o  que  se r c f i e r e  a e s t e  t r a b £  
j o ,  se s e g u i r â  s i e m p r e  e l  c r i  t e r i o  de c e n t r a r  y t i p i f i c a r  l o s  
d a t o s .
4 . 3 . 1 .  C o c f i c i e n t e s  de c o r r e l a c i ô n
S upô nga sc  2  2  E = 1 ,  p ) .  Lo s  c o c f i c i e n t e s  de
c o r r e l a c i ô n  son  i n d i c a d o r e s  c l é s i c o s  p a r a  i n v e s t i g a r
l a  a s o c i a c i ô n  e n t r e  p a r e s  de c o l u m n a s  de 2 . C uando  1 i —^  k 
l o s  v e c t o r e s  y 2^  t i e n d e n  a l a  d e p e n d e n c i a  l i n e a l  p e r f e c -
t a .  E l  i n c o n v e n i e n t e  é v i d e n t e  de e s t a s  m e d i d a s  es  que  no s i r v e n  
p a r a  i n v e s t i g a r  d e p e n d e n c i a s  l i n e a l e s  e n t r e  màs de dos  v a r i a b l e s .  
A d e m â s , e x i s t e n  e j e m p l o s  de d a t o s  ma l  c o n d i c i o n a d o s  que no m a n i ­
f i e s t a n  su  a n o m a l i e  a t r a v é s  de l o s  f ^ k  •
O t r a  m e d i d a  r e l a c i o n a d a  s o n  l o s  c o c f i c i e n t e s  de c o r r e l a c i ô n  
p a r c i a l .  S i  ( 2  2) r ( r^  ) , e l  c o e f i c i e n t e  de c o r r e l a c i ô n
p a r c i a l  e n t r e  l a s  v a r i a b l e s  i y k. es
^   1
I «  l , .  . p  /
E s t e  d i a g n ô s t i c o  c o n s t i t u y e  e l  f u n d a m e n t o  de una t é c n i c a  d e b i d a  a 
F a r r a r  y G l a u b e r  ( 1 9 6 7 )  y ,  en e s e n c i a ,  r e f l e j a  e l  g r a d o  de a s o ­
c i a c i ô n  l i n e a l  e n t r e  y una v ez  e l i m i n a d o  e l  c f e c t o  o de
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p e n d o n c i a  de l a s  demàs c o l u m n a s  ( , t + j   ^ k  ) .
P a r a  a n a l i z a r  e l  g r a d o  de a s o c i a c i ô n  l i n e a l  e n t r e  un a  v a r i a ­
b l e  y l a s  demàs ( k * ^ ) pu ede  u t i l i z a r s e  e l  c o e f i c i e n t e
de c o r r e l a c i ô n  m u l t i p l e  que no es  màs que e l  c o e f i c i e n t e  de
d e t e r m i n a c i ô n  de l a  r e g r e s i ô n  de s o b r e  l o s  demàs Z|^ ( k *  j ) .
V a l o r e s  de R ^  ^  0 s on i n d i c a d o r e s  de p r o b l e m a s .  Se t i e n e  que
r W . ( l - R ^ ) - *  ( j . 1 , 1 .p)
4 . 3 . 2 .  F a c t u r e s  de i n f l a c i ô n  de l a  v a r i a n z a
Marquardt  ( 1 9 7 0 )  i n t r o d u c e  c l  c o n c e p t o  de f a c t o r  de i n f l a ­
c i ô n  de l a  v a r i a n z a  ( V . I . F .  = v a r i a n c e  i n f l a t i o n  f a c t o r )  u t i l i -  
z an do  l a  r e p r e s e n t a c i ô n
v a r L « F  = . i r ‘ rW j - ' L - . f
Lo s  V I s o n , p u e s ,  l o s  e l e m e n t o s  d i a g o n a l e s  de 
l a  i n v e r s a  ( Z  Z )  . En a u s e n c i a  de c o r r e l a c i ô n  l i n e a l  e n t r e  l a  
v a r i a b l e  Z^  y l o s  demàs Z^  ( k. ^  y V Z r  [  -  (T .
P o r  c o n s i g u i e n t e , V l F j ^  p u e de  i n t e r p r e t a r s e  como e l  a u m e n t o  en 
l a  v a r i a n z a  d e l  e s t i m a d o r  de oi'^ d e b i d o  a l a  c o r r e l a c i ô n  e n t r e
Z^  y l o s  demàs I k ^ j ) . Es f à c i l  p r o b a r ,  u s a n d o  l a  d e s i g u a j ^
dad de C a u c h y - S c h w a r t z ,  que
I 4 [V IF ^  . VIF^ ]  4 VlF-
P o r  c o n s i g u i e n t e ,  v a l o r e s  g r a n d e s  de noôLX Y l F ^  s on  i n d i c a d o r e s  
de p o t e n c i a l  i n e s t a b i l i d a d  n u m c r i c a  y e s t a d i s t i c a .  Es u s u a l  adm^ 
t i r  que  v a l o r e s  de V I F ^  )  1 0  son  i n d i c a d o r e s  de l a  i n t c r v e n c i ô n  
de Z i  en una d e p e n d e n c i a  l i n e a l  a p r o x i m a d a . En o c a s i o n e s , se 
usa  V I F  r  m a x  V I .
Un i n c o n v e n i e n t e  de l o s  V I F j  ( ^ * 1 , 1 , . . . , ^ )  es  que no  i l u s -  
t r a n  l a  f o r m a  de l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  a l  no s e r  e s p a c e s  de d e t e £  
t a r  l a s  v a r i a b l e s  i n v o l u c r a d a s  en l a  m i s ma .
4 . 3 . 3 .  M o d u l o  de G u n s (
La  d e f i n i c i ô n  do m u l t i c o l i n e a l i d a d  de G u n s t  p u e de  u s a r s e  
como f u n d a m e n t o  de un m é t o d o  de d i a g n ô s t i c o .  En e f e c t o ,  l a  d e f i ­
n i c i ô n  de Gunst es  é q u i v a l e n t e  a a f i r m a r  que e x i s t e  c  6  ^
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c ' c » l  » t a l  que II X c  H ^  . A su v c z ,  e s t o  es  é q u i v a l e n t e  a l a  
c o n d i c i ô n  i n f l j X c l l  6  . En e f e c t o ,  s i  e x i s t e  C u n i t a r i o  t a l
q u o  II X c  II 6  , e n t o n c e s  es  i n m e d i a t o  que I n f  l | X c  l( 4  . P o r
c'c. s 1
o t r o  l a d o ,  de l a  c o n d i c i ô n  ( 1 . 1 9 )  es
X. 1 1l X  y .  Il = en f  II X  c  l| s L n f  c  X  X  c
* c’ c . l  c'c.-l
de d o n de  s i  L n f  W X c l l  4  ri l a  d e f i n i c i ô n  de G u n s t  se  c u m p l e
c ' t  X 1
t o m an d o  c  = y  . De e s t e  r a z o n a m i e n t o  se d e d u c e  que  e x i s t e  m u l -
I V i  y
t i c o l i n e a l i d a d  e n t r e  l a s  c o l u m n a s  de l a  m a t r i z  X c u a n d o  %
/  r e c i p r o c a m e n t e . P o r  c o n v e n i e n c i a , X^ ^  s e r a  l l a m a d o ,  en  o c a ­
s i o n e s ,  m o d e l o  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  de^^ G u n s t ^  I m p l i c i t e  en e s t e  
d e s a r r o l l o ,  e s t a  e l  h e c h o  de que s i  4  , l a  m u l t i c o l i n e a l i ­
dad a s o c i a d a  v i e n e  d e s c r i t a  p o r  l a s  c o o r d e n a d a s  g r a n d e s  d e l  v e c t o r
Vl ’
E l  mé t o d o  a n t e r i o r  no es  d e l  t o d o  s a t i s f a c t o r i o . En p r i m e r  
l u g a r ,  l a  m a g n i t u d  de rj no e s t a  s u j e t a  a una r é g l a  g e n e r a l  que 
i n d i q u e  p o r  d e b a j o  de qué p u n t o  c r i t i c o  e l  m o d u l e  de m u l t i c o l i n e a ­
l i d a d  de G u n s t  es  i n d i c a t i v e  de p r o b l e m a s  de d e g e n e r a c i ô n  en l a  
m a t r i z  X. P o r  o t r o  l a d o ,  l a  d e f i n i c i ô n  de G u n s t ,  i d e n t i f i c a r i a  
p r o b l e m a s  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  en l a s  m a t r i c e s
I n i )
do nde  O  <  o< < j l  y A —» 0  • E s t a  s i  t u a c i ô n  es  c o n t r a d i c t o r  i a  por_ 
que  l a s  m a t r i c e s  ( 1 . 2 5 )  e s t â n  p e r f e c t a m e n t e  c o n d i c i o n a d a s  a l  s e r  
l a s  c o l u m n a s  de X o r t o g o n a l e s .  E s t a  d i f i c u l t a d  se r e s u e l v e  i n m £  
d i a t a m e n t e  a p e l a n d o  a l a  d e p e n d e n c i a  de l a  d e f i n i c i ô n  de G u n s t  de 
l a s  u n i d a d e s  de m e d i d a .  Como a p u n t a  e l  p r o p i o  G u n s t  ( 1 9 8 4 ) ,  s i  
l a s  c o l u m n a s  de l a  m a t r i z  X se t i p i f i c a n  p a r a  o b t e n e r  l o n g i t u d e s  
u n i t a r i a s ,  l a s  m a t r i c e s  de p r o d u c t o s  c r u z a d o s  ( 1 . 2 5 )  c o i n c i d e n  c o n  
l a  i  d e n t  i d a d  de o r d e n  2 .
La d e f i n i c i ô n  de G u n s t  p u e d e  m od i  f i c a r s e  f é c i l m e n t e  p a r a  ap 1 £  
c a r s e  en e l  c o n t e x t e  màs u s u a l  de d a t o s  c e n t r a d o s  y t i p i  f i c a d o s  
[ ^ m a t r i z  Z ^ .
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4 . 3 . 4 .  A u t o s i s t o m a  de l a  m a t r i z  de c o r r e l a c i ô n
La s  m e d i d a s  mas e f i c a c e s  y d i r e c t a s  dc  m u l t i c o l i n e a l i d d  s on  
l o s  a u t o v a l o r e s  y a u t o v e c t o r e s  dc  £  2. . S i  X'  % Q , e n t o n c e s  
Z  2  do nde  jl ^ H » X ^ ^  0 P o r  t a n t o ,
l o s  a u t o v a l o r e s  p e q u e ô o s  d e t e c t a n  m u l t i c o l i n e a l i d a d e s  qu e  e s t â n  
d e s c r i  t a s  p o r  l a s  c o o r d e n a d a s  g r a n d e s  d e l  c o r r c s p o n d i e n t e  a u t o ­
v e c t o r .  En a u s e n c i a  de o t r o  t i p o  de c o n s i d e r a c i o n e s , un p u n t o  de 
c o r  t e  u s u a l  es  d e c l a r a r  c o l i n e a l e s  a q u e l l o s  a u t o v a l o r e s  X^ 40.10.
4 . 3 . 5 .  D i a g n ô s t i c o s  de BKW
La i d e a  de B e l s l e y ,  Kuh y W e l s c h  ( 1 9 8 0 )  es  a n a l i z a r  e l  
c o n j u n t o  de i n d i c e s  de c o n d i c i ô n
^ j rUv  1  Vz
h
V a l o r e s  a l t o s  de l o s  rj- son  i n d i c a d o r e s  de f u e r t e  m u l t i c o l i n e a ­
l i d a d .
, - i  f
E l  i n d i c e  es  c l  n u mé ro  de c o n d i c i ô n  dc  l a  m a t r i z  Z y
se  d e n o t a r à  p o r  k  . Puede p r o b a r s e  que k . [ Z ]  es  una  m e d i d a  
dc  l a  s e n s i b i l i d a d  p o t e n c i a l  de l a  s o l u c i ô n  d e l  s i s t e m a  de e c u a ­
c i o n e s  Z  i o L  s Z  Y a n t e  p e r t u r b a c i o n e s  o c a m b i o s  de l o s  d a t o s  
Z  2  y Z  Y . ( S t e w a r t  ( 1 9 7 3 )  y B e r k  ( 1 9 7 7 ) ) .  P a r a  e l  n u m ér o  de
c o n d i c i ô n  un p u n t o  de c o r  t e  r a z o n a b l e  es  Y ! 0  .
P a r a  a n a l i z a r  l a s  v a r i a b l e s  que i n t e r v i e n e n  en una d e p e n d e n ­
c i a  l i n e a l  a p r o x i m a d a ,  l o s  i n d i c e s  de c o n d i c i ô n  se c u m p l e m e n t a n  
c on  l a s  d e n o m i n a d a s  p r o p o r c i o n e s  de d c s c o m p o s i c i ô n  de l a  v a r i a n z a  
S i  Z  2  r  C D C  , como V  [ x ]  = % Z )  ^ es  ^
v [ s ]  .  f X Z ' z r ^  = < r ^ C D ’ ^ c ’ —  y. y :
v a r
L a s  p r o p o r c i o n e s  de d c s c o m p o s i c i ô n  de l a  v a r i a n z a  son
TT , =  i ' L . ,p
* ^  / y j  t . 1, • ■ , p
La m a t r i z  TT = ( )  se e x a m i n a  p a r a  a v e r i g u a r  l a  i n t c r v e n c i ô n
de / X ’ i  a k - é s i m a  v a r i a n z a .  O b s é r v e s e  que p a r a  X j
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f i j o ,  Gs g r a n d e  p a r a  c o o r d e n a d a s  g r a n d e s  | | do
4 , 4 .  E j e m p l o
[ h a t e r  j e e  y P r i c e  ( 1 9 7 7 )  e s t u d i a n  un m o d e l o  V =  (^o ( 1^ ^1
+ *  1^ 5 + 6  , c on  n *  11 o b s e r v a c i o n e s  s o b r e  l a
e c o n o m i a  f r a n c e s a .  La s  v a r i a b l e s  son
Y - I m p o r t a c i o n e s  
Xj  = p r o d u c c i o n  d o m c s t i c a  
V j  = f o r m a c i ô n  de s t o c k s  
X j  :  c ons ume d o m c s t i c o
L a s  o b s e r v a c i o n e s  se t o m a r o n  e n t r e  l o s  aOos 1949  y 1 9 5 9 ,  ambos 
i n c l u s i v e .  La t a b l a  de a n a l i s i s  dc l a  v a r i a n z a  r é s u l t a n t e  es
F . de V . s . . g . 1. C . M.  F
Regresiôn ( c o r r . )  2 0 4 . 7 7 6 3 6 8 . 2 5 9
285 . 6 1 0
E r r e r  1 . 6 7 3 7 0 . 2 3 9
R^ = 0 . 9 9 2
T o t a l  ( c o r r . )  1 0 6 . 4 4 9 10
5 r e s u l t a d o s  u s u a l e s  d e l a n à l i s i s son
j  e , e s t a n d a r d ( ^  j  )
' j ^ j
- 0 . 0 5 1 0 . 0 7 - 0 . 7 3 1 - 4  . 88
Xg 0 . 5 8 7 0 . 0 9 5 6 . 2 0 3 3 . 0 6
X j  0 . 2 8 7 0 . 1 0 2 2 . 80 7 1 8 . 7 2
En e s t e  e j e m p l o , d e s t a c a  i n m e d i a t a m e n t e  e l  v a l o r  n e g a t i v e  
d e l  c o e f i c i e n t e  de , en c o n t r a d i c c i ô n  c o n  c o n c l u s  i o n e s  e l e -  
m e n t a l c s  de l a  t e o r i a  e c o n o m i c s . T a m b i c n  h a y  qu e  r e s a l t a r  l a  a £  
t a  d e s v i a c i ô n  t i p i c a  e s t i m a d a  t 0 , 0 7 )  de e s t e  c o e f i c i e n t e  en r e ­
l a c i ô n  con su v a l o r  e s t i m a d o .
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L o s  dos  p r o b l e m a s  s c Ma 1 a dos  cn  c l  p â r r a f o  a n t e r i o r  son dos  
dc  l o s  e f e c t o s  t i p i c o s  de l a  m u l t i c o l i n e a l i d d  porg^ue i n d i c a n  i n e ^  
t a b i l i d a d  n u m c r i c a  y e s t a d i s t i c a  d e l  c o e f i c i e n t e  . Pa ra  c o n ­
f i r m e r  s i ,  e f  c e t  i v a m e n t e , es  l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  l a  r e s p o n s a b l e  
de e s t a s  a n o m a l i e s ,  se  e s t u d i a n  l o s  c o r r e s p o n d i e n t c s  d i a g n ô s t i c o s .
M a t r i z  de c o r r e l a c i ô n
"1 ' 2 "3
’‘ l 1 0 . 0 2 6 0 . 9 9 7
*2 - 1 0 . 0 3 6
^3 - - 1
___________ X =  0 . 0 0 2 6 9  0-9981 5 1-991 5 V l F i
X4 0 . 7 0 7  - 0 . 6 3 6  0 . 7 0 6  1 6 6 . 0 0
%% O.0C7 0 . 9 9 9  0 . 0 4 4  1 . 0 2
Xj  - 0 . 7 0 7  - 0 . 0 2 6  0 . 7 0 7  ' 8 6 . 1
Todos  l o s  d i a g n ô s t i c o s  m u e s t r a n  una g r a n  a s o c i a c i ô n  l i n e a l  
e n t r e  l a s  v a r i a b l e s  y . T e n i c n d o  en c u e n t a  que en p r e ­
s e n c i a  de un û n i c o  a u t o v a l o r  pcqueMo se t i e n e
v a r [ î  ]  % ( T '  - l l L
p u e d e ,  e f e c t i v a m e n t c , a c h a c a r s e  a l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  l a  anoma­
l i e  d e t e c t a d a  en e l  c o e f i c i e n t e  de . O b s é r v e s e ,  f i n a l m e n t e , 
que e l  p a t r o n  dc  l o s  s i g n o s  dc  l a s  c o o r d e n a d a s  de ot o s  o p u c s -  
t o  a l  p a t r ô n  de l o s  s i g n o s  dc  .
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5.  La m a t r i z  a m p l i a d a  X*
Uno dc  l o s  c l c m c n t o s  b à s i c o s  s o b r e  l o s  que sc  d é s a r r o i l a  l a  
i n v e s t i g a c i ô n  en e s t e  t r a b a j o  es  l a  m a t r i z
X *  = [  ■/ j Y 3 ( 1 . 2 6 )
l a  m a t r i z  de d i s e ü o  d e l  m o d e l o  ( 1 . 1 )  a u m e n t a d a  c on  l a  c o l u m n a  de 
o b s e r v a c i o n e s  Y . La m a t r i z  de ( 1 . 2 6 )  sera l a  m a t r i z  a u m e n t a d a  
o a m p l i a d a .
Dc modo e s p o r à d i c o ,  a u n qu e  con  f i n e s  d i s t i n t o s  a l o s  de  e s ­
t e  t r a b a j o , e s t a  m a t r i z  a p a r e c e  en d i v e r s e s  p u n t o s  de l a  t e o r i a  
de m o d è l e s  l i n e a l e s ,  W e b s t e r ,  G u n s t  y Mason ( 1 9 7 4 ) ,  G u n s t - M a s o n  
( 1 9 7 7 )  y G u n s t - M a s o n  ( 1 9 8 0 )  d e s a r r o l l a n  un m é t o d o  de e s t i m a c i ô n  
s e s g a d a  b a s a d o  c n  c l  a u t o s i s t e m a  dc  l a  m a t r i z  X *  X "  . En S c b e r
( 1 9 7 7 ) ,  p u e de n  v e r s e  t é c n i c a s  n u m é r i c a s  de c a l c u l e  r e l a t i v a s  a 
l a  m a t r i z  X *  X *  . En e l  t r a b a j o  ya c i t a d o  de  A n d r e w s - P r é g i  bo n
( 1 9 7 8 )  se  d é s a r r o i l a  una m e d i d a  dc  i n f l u e n c i a  b a s a d a  en l o s  cam 
b i o s  d e l  v o l u m e n  e n g e n d r a d o  p o r  X *  X *  a l  e l i m i n a r  un c a s e  d e l  
a n à l i s i s .  R e c i e n t e m e n t e , G r a y - L i n g  ( 1 9 8 5 )  h a c e n  us e  de l o s  e l e ­
m e n t o s  de l a  m a t r i z  de p r o y e c c i ô n  V *  s  Y * {  X *  X * |   ^ X *  como i  na 
t r u m e n t o s  de d e t e c c i ô n  dc  c a s e s  i n f l u y e n t e s .
Uno dc  l o s  o b j e t i v o s  de e s t a  m e m o r i a  es  d e m o s t r a r  cômo l a  
m a t r i z  X *  c o n t i e n e  i n f o r m a c i ô n  r e l e v a n t e :  i )  a l  a j u s t e  d e l  m£ 
d e l o  ( 1 . 1 ) ,  i  i ) a l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  en X y i i i )  a l a  i n -
f l u e n c i a  de l o s  c a s o s .  A s i ,  l a  m a t r i z  X *  p u e d c  c o n s i d c r a r s e
como i n s t r u m e n t e  c e n t r a l  en un a n à l i s i s  de r e g r e s i ô n  p o r  m i n i ­
mes c u a d r a d o s .
E s t e  a p a r t a d o  t e r m i n a  con  l a  d o m o s t r c i ô n  de un r e s u l t a d o  r e ­
l a t i v e  a l o s  e l e m e n t o s  d i a g o n a l e s  de l a  m a t r i z  de p r o y e c c i ô n  V  . 
P u e s t o  que X  = [ ^ 1^ ]  p u e d e  a p i i c a r s e  e l  p r o c e s o  de o r t o g o n a -
l i z a c i ô n  ( C o o k - U e i s b e r g  ( 1 9 8 2 ) ,  M. d e l  R i o  ( 1 9 8 6 ) )  p a r a  e s c r i b i r
v =  r ( r ‘r r ' r ' .  x (x V ) ‘ ' x ' ,  _ ! i _ . v .  ^
SCE SCE
Segûn ( 1 . 2 7 ) ,
oCt n-m J
(1 . 2 7 )
( 1 . 2 8 )
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P o r  c o n s i g u i e n t e ,  es una f u n c i o n  m o n o t o n a  c r e c i e n t e  de
l a s  c o o r d e n a d a s  d e l  b l o q u e  b à s i c o  de i n f  l u e n c i a  ( ^7^ , y
pu ed e  c o n s i d e r a r s c  como una m c d i d a  dc  i n f l u e n c i a .  De h c c h o ,
E l  r e s u l t a d o  ( 1 . 2 8 )  s e r a  dc  u t i l i d a d  cn  l o s  C a p i t u l e s  I I I  y IV.
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CAPITULO I I
1. SUHARIO
E s t e  c a p i t u l e  os un e s t u d i o  de t r è s  t i p o s  d i s t i n t o s  de d i ag^  
nos  t  i c o s  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  s o b r e  l a  m a t r i z  a u m e n t a d a  y t i p i F ^  
c ad a  Z *  y su r e l a c i ô n  c on  l o s  c o r r e s p o n d i e n t c s  d i a g n ô s t i c o s  de 
l a  m a t r i z  t i p i f i c a d a  o r i g i n a l  Z.
La s e c c i ô n  2 c o n t i e n e  una r e l a c i ô n  de p r o p i e d a d c s  de l a  ma­
t r i z  Z *  y de l a  m a t r i z  de p r o d u c t o s  c r u z a d o s  Z "  Z  .
En l a  s e c c i ô n  3 se a n a l i z a n  l o s  f a c t o r e s  de i n f l a c i ô n  de l a  
v a r i a n z a  a s o c i a d o s  a Z *  . E l  a p a r t a d o  3 . 1  p r o p o n e  dos  m é t o d o s  
dc d e t e c c i ô n  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  en Z c o n  l a  i n f o r m a c i ô n  d e -  
d u c i d a  de e s t o s  f a c t o r e s .
La s e c c i ô n  4 se  d c d i c a  a l  e s t u d i o  d e l  a u t o s i s t e m a  de l a  
m a t r i z  2  . Se o b t i e n e  un i m p o r t a n t e  t e o r e m a  de s e p a r a c i ô n  
en e l  a p a r t a d o  4 . 1 . 1 .  que  p c r m i t e  e s t a b l e c e r  d e s i g u a l d a d e s  e n t r e  
l o s  i n d i c e s  de c o n d i c i ô n  de Z  Z  y 2 *  2  . En c l  a p a r t a d o
4 . 1 . 2 .  se d e d u c e  l a  d i s t r i b u c i ô n  d e l  me n or  de l e s  a u t o v a l o r e s  de 
l a  m a t r i z  de p r o d u c t o s  c r u z a d o s  a m p l i a d a  en un c a s o  s e n c i l l o  y ,  
p o r  u l t i m o , en e l  a p a r t a d o  4 . 2 .  se d e m u e s t r a  una f o r m u l a  p a r a  e l  
j - é s i m o  a u t o v e c t o r  n o r m a l i z a d o  de Z *  2  . E l  a p a r t a d o  4 . 3 .  c o n -  
t i c n e  una r e l a c i ô n  e n t r e  e l  n u m ér o  de c o n d i c i ô n  de Z *  2  y l o s  
e l c m e n t o s  d i a g o n a l e s  de su  i n v e r s a .
La s e c c i ô n  5 se componc  de un d e s a r r o l l o  d e s t i n a d o  a l a  o b -  
t c n c i ô n  de una d e s i g u a l d a d ,  y su p o s t e r i o r  a p i i c a c i ô n , r e l a t i v a  
3 l o s  m ô d u l o s  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  do G u n s t  a s o c i a d o s  a Z y 
Z * .
f  i n a l m e n t e ,  l a  s e c c i ô n  6 es  un e j c m p l o  p r a c t i c e  d e s t i n a d o  
a i l u s t r a r  l o s  r e s u l t a d o s  o b t c n i d o s .
2 .  FORMULAS 8A S IC A S . INTRODUCCION
5 i  se c o n s i d é r a  e l  m o d e l o  t r a n s f o r m a d o  dc  ( 1 . 1 )
y  = ^  ( 2 . 1  )
l a  m a t r i z  a m p l i a d a  ( c e n t r a d a  y t i p i f i c a d a )  2.  e s t a  de f  i n  i  da p o r
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( 2 . 2 )
s i e n d o  y c l  v e c t o r  de o b s e r v a c i o n e s  c e n t  r a das  y t i p i f i c a d a s ,
e s  d e c i r  y  = [  Y ~ 1 - n 1 / S y  ’ donde  Ÿ  % y
5 ^  3  2 _ ( Y  -  Y ) . La i n f o r m a c i ô n  d e d u c i d a  de l a  m a t r i z  2 *  de 0 £
'  t  '■
dcn  nxm ( m  3 p t  1 )  es  c l  p u n t o  b à s i c o  de e s t e  c a p i t u l e .
La m a t r i z  a u m en t a d a  dc  p r o d u c t o s  c r u z a d o s  Z *  Z  p r é s e n t a  
l a  s i g u i e n t e  e s t r u c t u r a :
Z" z* =
z'z z’, \
y'2 1
( 2 . 3 )
E s t a  m a t r i z ,  de o r d e n  nxm,  es  l a  m a t r i z  de c o r r e l a c i o n e s  e n t r e  
t o d a s  l a s  c o l u m n a s  de y c o n t i e n e  como s u b m a t r i z  p r i n c i p a l
l a  m a t r i z  de c o r r e l a c i o n e s  a s o c i a d a  a l  m o d e l o  ( 1 . 1 ) .
B a j o  l a  h i p ô t e s i s  u s u a l  de n o r m a 1 i d a d , l a  m a t r i z  Z *  es  de 
r a n g o  mâ x i mo  ( c . s . ) .  En e f e c t o ,  b a s t a  c o n s i d e r a r  l a  c a d e n a  de 
e q u i v a l e n c i a s :
Y €  C [ z ]  <=> Y ~ Y £  C [ z ]  < = ^  Y  6  C  [ i n  I z ]  Y £  C  [ x ]
que t e r m i n a  en un s u c c s o  de p r o b a b i 1 i d a d  c c r o  s i  n > m  . P o r  c o £  
s i g u i e n t e ,  l a  m a t r i z  2 *  Z *  es  d e f i n i d a  p o s i t i v a  c o n  p r o b a b i l i -  
dad u n o . L o s  a u t o v a l o r e s  de e s t a  m a t r i z  se d é n o t a ^ é n  o o r
0  ^  X i  ^  ^ 2  ^  ^  Xp,
y p o r  y /  = [ y *  , y l j ,  . . .  , y * : ]  ( 1 ° = c o r r e s p o n d i e n t e s
a u t o v e c t o r e s  n o r m a l i z a d o s . ^
U s and o  r e s u l t a d o s  c o n o c i d o s  ( 4 . 1 ) ,  e l  d é t e r m i n a n t e  de ( 2 . 3 )
|E * 'Z *U |E 'Z |  [ l - y ' 2(Z 'z r ‘ z ' , ]  =|Z'Z1[ 1-R " ]
La r a z ô n  e n t r e  d é t e r m i n a n t e s  e s ,  s e g û n  ( 2 . 4 ) ,  f u n c i ô n  m o n ô t o n a  
d e l  c o e f i c i e n t e  de d e t c r m i n a c i ô n  R ^ .
La i n v e r s a  de ( 2 . 3 )  es
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- 1 gto(
SCE SCE
S C E
A \ 
C(
S C E  i - R ^
( 2 . : -
os  e l  e s t i m a d o r  dc  o( en e l  m o d e l o  ( 2 . 1 ) .do nde  ot s ( Z  Z )  Z  V ^
C o n o c i e n d o  e n t o n c e s  e l  v a l o r  de 5 ^  , l a  m a t r i z  2 *  2 *  y s u  i n ­
v e r s a  p r o p o r c i o n a n  i n f o r m a c i ô n  s o b r e :  i )  e l  v a l o r  de SCE,  i i )  
e l  v a l o r  de o( , i i i )  e l  v a l o r  de K , i v ) c l  d é t e r m i n a n t e  
I 2  2 - I y V ) l a s  c o r r e l a c i o n e s  e n t r e  l o s  r e g r e s o r e s  y e n t r e  e s t o s  
y l a  r e s p u e s t a .
La d i f e r e n c i a  c l a v e  e n t r e  l a  d e t e c c i ô n  de m u l t i c o l i n e a l i d a ­
d e s  cn Z  y Z  r a d i e s  en l a  i n f l u e n c i a  que l a  r e s p u e s t a  Y 
c j e r c c  cn l a s  m u l t i c o l i n e a l i d a d e s  de l a  m a t r i z  a m p l i a d a .  S ca n  
p o r  e j e m p l o , 
s i s t e m a  de Z ’
a i c i c o i i n c i i o o c o c x i o s
 ^  y y j  dos  e l e m e n t o s  c o r r e s p o n d i e n t e s  d e l  a u t o
2*2.* . S i  0 , e n t o n c e s
* . . .  V V if ^  0
S i g u i e n d o  a G u n s t  y Mason ( 1 9 8 0 ) ,  c u a n d o  
no a c c r o , l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  ( 2 . 6 )  es  p r e d i c t i v a  p o r q u e  se  pue^
( 2 . 6 )
no e s t a  muy c e r c a
de e s c r i b i r
Cuando * ' um(
y sc  r e f i c r c  s o l o  a l a s  c o l u m n a s  de l a  m a t r i z  Z.
l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  es  no p r e d i c t i v a
E l  p â r r a f o  a n t e r i o r  s u g i c r e  que  un e s t u d i o  de l o s  d i a g n ô s t i ­
c o s  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  en Z  debe  c o n s i d e r a r  como p u n t o s  f o n ­
d a m e n t a l e s  l a  d e t e c c i ô n  de m u l t i c o l i n e a l i d a d e s  en l a  m a t r i z  a m p l i ^  
d a ,  c l  p a p e l  de l a  r e s p u e s t a  Y  en l o s  m i s mo s  y l a  r e l a c i ô n  de
l a s  d e p e n d e n c i a s  l i n e a l e s  cn  Z  con  l a s  d e p e n d e n c i a s  en Z  . E s t e
p r o g r a m s  b é s i c o  se  d e s a r r o l l a  en e s t o  c a p i t u l e  en t r è s  d i a g n ô s t i ­
c o s  d i s t i n t o s :  l o s  f a c t o r e s  V l F ^  ( e l  a u t o s i s t e m a
dc Z *  2 ' *  y e l  m ô d u l o  de G u n s t  a s o c i a d o  a l a s  c o l u m n a s  de Z '  .
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3.  A N A L I S I S  DE LOS V I F ^ ( 1=1 . 2  m ) .
En n o t a c i o n  é v i d e n t e ,  l o s  V I P ;  ( \ % i , , m   ^ s o n  l o s  e l e -  
m e n t o a  d i a g o n a l e s  de l a  i n v e r s a  de 2  2 .  E s t o s  f a c t o r e s  de i r i  
f l a c i ô n  de l a  v a r i a n z a  c o n s t i t u y e n  un c o n j u n t o  de d i a g n ô s t i c o s  
que  p e r m i t e  o b t e n e r  l o s  r e s u l t a d o s  màs s a t i s f a c t o r i o s  en  r e l a c i ô n  
con  e l  p r o b l e m a  c o n s i d e r a d o  en e s t e  c a p i t u l o .
Segûn l a  i n v e r s a  da da  en  ( 2 . 3 ) ,  se  s i g u e  i n m e d i a t a m e n t e  que 
V I F ^ *  *  I j ' L i ........p )  ( 2 . 7 )
i r '■
Segû n  ( 2 . 8 )  un V I a l t o  es é q u i v a l e n t e  a una  g r a n  c a l i d a d  d e l  
a j u s t e .
Mucho màs i n t e r e s a n t e  q u e  ( 2 . 8 )  es  e l  r e s u l t a d o  de ( 2 . 7 ) .
T e n i t m d o  en  c u c n t a  que e l  j - é s i m o  e s t a d i s t i c o  F p a r c i a l  es 
F^ 5 / ( V i F j )  f ô r m u l a s  ( 2 . 7 )  p e r m i t e n  e s c r i b i r
^  t
VIF '  ,  VIF^ r 1 -    i  1 = VIF- [ 1 , _ i _  F: 1
i  ^ L  V IF ; \  S C E  i  * L n -m  I  J(V IF ^ )  S C E
à\  =  i , .  . p ( 2 . 9 )
En v i r t u d  de ( 2 . 9 ) ,  e l  e s t a d i s  t  i c o  a c t u a  como un c o e f i c i e n t e
de d i l a t a c i ô n  ( no t i e n e  u n i d a d e s )  en e l  p as o  dc  V i F /  a
V I F / .  . .  . M  .
F i n a l  m e n t e ,  s e s  ( Z *  Z ) = ( Z   ^ ) ( ^ | k . a l , . . . , n n }  . Segûn 
( 2 . 7 )  y ( 2 . 8 )  ( y  ( 2 . 3 ) )  es
( 2 . 1 0 )
P o r  c o n s i g u i e n t e ,  l a  i n v e r s a  d c  l a  m a t r i z  2 "  H *  p e r m i t e  c a l c u ­
l e r ,  adcmâs de l a  i n f o r m a c i ô n  c i t a d a  en e l  a p a r t a d o  2 ,  i )  l o s  es 
t a d i s t i c o s  , ^ s i , . . . , p  y V I F ^ r Z * ” ' *  , e s t e  û l t i m o
é q u i v a l e n t e  a Pf*'  , i i )  l o s  d i a g n ô s t i c o s  VlFj ^  ( ^   ^ ' P  ^ en
v i r t u d  de l a  f ô r m u l a  ( 2 . 1 0 )  y i i i )  l o s  e s t a d i s t i c o s  p a r c i a ­
l e s .  En e f e c t o ,  de ( 2 . 7 ) ,  ( 2 . 9 )  y ( 2 . 1 0 )  se d e duce
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r  = ( n - m )
VIF;
m \ 1
f 2 - r )
( n - m ) * i i  -  * Mm1
p a r a  j = 1 , . . . , p .
3 . 1 .  O e t o c c i é n  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  en Z con  l o s  V I F ^ ( j  = 1 , 2 , . . . .
La r e p r e s e n t a c i ô n  ( 2 . 9 )  f a c t o r i z a  V I F ^ cn  do s  c o m p o n c n t o s .
Una dc  e l l a s . V I V ^  , es  a t r i b u i b l c  a l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  en Z
y l a  o t r a ,  t . * . — k___ P , a l a  i n t e r v e n c i o n  de Y en Z  . Se d e -  
n -m  i' .  .
du c e  i n m e d i a t a m e n t e :  i )  s i  t o d o s  l o s  V i r  j  '   ^ ' P ) s o n  p c q u £
Ros,  l o s  VI Fj  ( ^ % 1 , ,  p ) t ambi én l o  s e r â n  y l a s  m a t r i c e s  Z
y H  no p r e s e n t a n  p r o b l e m a s  de d e p e n d e n c i a s  l i n e a l e s  e n t r e  s u s
VIFco l umnas , *  i i )  S i  VIF j  es g r a n d e ,  « -  - ^ 
Un V I F  - p u e de  s e r  g r a n d e  d e b i d o  b i e n  a
es t o d a u i a  m a y o r , '  i i i )
d e b i d o  a un g r a n  v a l o r  de
VIF g r a n d e  o b i e n
La c o n c l u s i o n  i i i )  s u g i c r e  que p a r a  d e t e c t a r  m u l t i c o l i n e a l i ­
dad en Z u s a n d o  l a  i n f o r m a c i ô n  de ^  b a s a d a  en l o s  V I l ^  es
n e c e s a r i o  s e p a r a r  en ( 2 . 9 )  l a  p a r t e  de V I y l a  p a r t e  de .
O b s é r v e s e  t a m b i é n  que en i i i )  l a s  dos  c a u s a s  c i t a d a s  no s o n  e x c l ^  
y e n t e s  p o r q u e  l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  en Z pu ed e  c a u s a r  un 
i n u s u a l m e n t e  g r a n d e .  P a r a  e v i t a r  a m b i g u c d a d e s  en e l  a n à l i s i s  p u e ­
den d a r s e  do s  p o s i b l e s  m é t o d o s .
3 . 1 . 1 .  M é t o d o  d i r e c t o
Un m é t o d o  s i m p l e  y d i  r e c t o  dc i d e n t i f i c a c i ô n  de m u l t i c o l i ­
n e a l i d a d  en  Z c on  l o s  V l F j ^   ^ i , 1, . ,  p ) p o d r i a  s e r  e l  s i ­
g u i e n t e  :
Sea (t  ^ 0  un p u n t o  de c o r  t e  p a r a  l o s  V I F ^  :
i  ) S i  V l F j  ^  k  ( ^ ^ , I p ] ,  e n t o n c e s  m j x  V I V ^  <  k  
y no hay  m u l t i c o l i n e a l i d a d  en Z . ^
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i i )  S i  p a r a  a l g û n  VIFj* k , p u e s t o  que s e g û n  (2.10)
 f 'l
e n t o n c e s  es  VIF : )  k s i ,  y s o l o  s i
* U ± l!  £ -
i
k  t  i  = 11 I p ) ( 2 . 1 1 )
k i t > , . ü . k ,i i i )  En e l  c a s o  de s e r  Y l P ^  )  k  p e r o
es  V I F ^  ^  k  l o  que i n d i c a r i a  que  e l  a l t o  v a l o r  de V I F j ^  se
de be  a una g r a n  m a g n i t u d  de .
3 . 1 . 2 .  D i s t r i b u c i ô n  de l o s  V I F  ^ ( .1 = 1 , 2 ............ p )
B a j o  e l  m o d e l o  ( 1 . 1 )  c on  l a  h i p ô t e s i s  u s u a l  de n o r m a l i d a d ,
f  «v Nr ,  ^ 0  I l a  d i s t r i b u c i ô n  de F^ es  F i ,  n - m  ( ^  )
do nde
, T r  \ - i  o(i
- f k  r '  pi r
La d i s t r i b u c i ô n  de VIF^ se d e d u c e  i n m e d i a t a m e n t e  de l a  r e l a ­
c i ô n  ( 2 . 9 ) .  M a n e j a r  l a  d i s t r i b u c i ô n  F no c e n t r a l  es  c o m p l i c a d o  
y p a r e c e  c o n v e n i e n t e  a c u d i r  a una a p r o x i m a c i ô n  b a s a d a  en l a  F 
c e n t r a l .  Se t i e n e  ( P a t n a i k  ( 1 9 4 9 ) )
s i e n d o  = I  11 * . E v i d e n t e m e n t c  , g *  p u e de  t o m a r
v a l o r e s  no e n t e  r o s .
Sea l a  v a r i a b l e  a l e a t o r  i a  V =, VIF - y y *  su  v a -
^ •**i  ^ Q ^
l o r  o b s e r v a d o .  C o n o c i d a  l a  d i s t r i b u c i ô n  de l o s  V I F ^
p u e de  d i s e h a r s e  un m é to do  b a s a d o  en l a  a p r o x i m a c i ô n  ( 2 . 1 2 ) .  Su£
t i t u y e n d o  l o s  p a r a m é t r é s  H'r p o r  s u s  e s t i m a d o r e s  n a t u r a l e s
s c  t i e n e ,  en v i r t u d  de l a  d e s i g u a l d a d  de B o n f e r r o n i ,
JLj>* fv [v*> «y'j 4 ^  Pr I^ Ï^F  ^> ir’^ j =, 
= i  F>r [ [ “^ j' •■] |  -
~  i l  P,  [ f i . n - m L f j ]
( 2 . 1 3 )
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do nd e  r  V / v i F *  ( « P ) • U sa nd o  en ( 2 . 1 3 )  e l  r e s u l t a d o
de ( 2 . 1 2 )  se s i g u e ^ q u e ,  a p r o x i m a d a m e n t c , p c s  m eno r  o i g u a l  que
'■ 1 ’  ' " 1 %
( 2 . 1 4 )
s i e n d o  ^ / l  AF'  ' T a b l a s  de l a  d i s t r i b u c i ô n  F
c e n t r a l  c on  g r a d e s  de 1 i b e r t È d  no e n t e r o s  p u e d e n  v e r s e  en 
G r a y b i l l  ( 1 9 7 6 ) .
S i  W*  es  un p u n t o  p o r  d e b a j o  d e l  c u a l  l a  m a t r i z  Z *  se 
j u z g a  b i e n  c o n d i c i o n a d a  e n t o n c e s  c u a n d o  l a  c o t a  de ( 2 . 1 4 )  s e a  pe 
queOa se t i e n e  l a  c o n f i r m a c i ô n  de q u e ,  s a l v o  en c a s o s  e x t r e m e s , 
es  i n n e c e s a r i a  l a  i n v e s t i g a c i ô n  d e t a l l a d a  de l a  m u l t i c o l i n e a l i ­
dad en Z .
Un i n c o n v e n i e n t e  de e s t e  m é t o d o ,  a p a r t é  de l a s  a p r o x i m a c i o -  
ne s  c i t a d a s ,  es  que l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  en se c a l i b r a  c n
t é r m i n o s  g l o b a l e s  m e d i a n t e  e l  n i v e l  de s i g n i f i c a c i ô n  p .  O b s é r ­
v e s e  que  l a  m a l a  c o n d i c i ô n  en Z  , en e l  s e n t i d o  c i t a d o  e n  l a  
i n t r o d u c c i ô n ,  se d e f i n e  s i n  r e f e r e n c i a  a n i n g û n  t i p o  de d i s t r i b ^  
c i ô n . No e s t é  c l a r a  l a  r e l a c i ô n  e x p l i c i t a  e n t r e  un v a l o r  b a j o  de 
p y l a  a u s e n c i a  de p r o b l e m a s  de d e g e n e r a c i ô n  en l a  m a t r i z  aumen 
t a d a .
4 .  AUTOSISTEMA DE LA MATRIZ DE PRODUCTOS CRUZADOS Z * ' Z * .
En l o  que s i g u e ,  se u t i l i z a n  l a s  d e s c o m p o s i c i o n e s  e s p e c t r a -  
l e s  de z ' z  y Z * ' V
Z ' Z z C D C ’ , Z - ' Z "  ,
donde en C » [ y v ,  . . .  Yp]  , 0  = ( X » , ,  X .  ) ’ C * .  [ v , Y *
4 . 1 .  A u t o v a l o r e s
4 . 1 . 1 .  Teorema de s e p a r a c i ô n .  C o n s e c u e n c i a s .
Uno de l o s  p r i n c i p a l e s  r e s u l t a d o s  de e s t e  c a p i t u l e  es  l a  o b -  
t e n c i ô n  de un t e o r e m a  de s e p a r a c i ô n  e n t r e  l o s  a u t o v a l o r e s  de Z  2  
y Z *  Z *  . La d e m o s t r a c i ô n  u t i l i z a  t é c n i c a s  de un r e s u l t a d o  s i m i ­
l a r  d e l  l i b r o  de W i l k i n s o n  ( 1 9 6 5 ) .
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TEOREMA 2 . 1 .
S i  l o s  a u t o v a l o r e s  dc  Z. Z  s o n  t o d o s  d i s t i n t o s  e n t r e  s i ,  
c on  p r o b a b i l i d a d  uno  se c u m p l e
0  < Xt"* ^ Xj 4 Xj*" < < . . .  < Xp ^ X *
DEMOSTRACION:
La m a t r i z  mxm
es o r t o g o n a l  p o r  l o  que  l o s  a u t o v a l o r e s  dc  Z *  Z* *  y de
I I
C  Z *  Z * C  c o i n c i d e n .  De m a n e r a  e x p l i c i t a :
-"'--(X)!::: '/If °
( 2 . 1 5 )
donde u. = C Z E l  p o l i n o m i o  c a r a c t e r i s t i c o  de l a  m a t r i z  ( 2 . 1 5 )7
P [ r ]  r  i _ \ *  ( 2 . 1 6 )
Es f â c i l  v e r  que l a  d i s t r i b u c i ô n  de u.  es una f u n c i ô n  de 
S t u d e n t  i n v e r t i d a  m u l t i v a r i a n t e  ( R a i f f a - S c h l a i f f e r  1 9 6 1 ) ,  de 
modo que P 0  , J, = i , p ]  = I  » es  d e c i r ,  se pu ede  a f i r m a r  q u e ,
con  p r o b a b i 1 i d a d  1,  l a s  c o o r d e n a d a s  de u.  son  t o d a s  d i s t i n t a s  de 
c e r o .  P o r  c o n s i g u i e n t e , n i n g û n  a u t o v a l o r  de Z  Z a n u l a  ( 2 . 1 6 )  
p o r q u e  p L ^ i J »  TT ( X t -  X: ) os  no n u l o  a l  s e r  l o s  a u t o v a -
l o r e s  de c  c  d i s t i n t o s  e n t r e  s i .
Las  s o l u c i o n e s  de l a  e c u a c i ô n  P j J X * ]  » 0  c o i n c i d e n ,  s eg û n  
e l  p â r r a f o  a n t e r i o r ,  con  l a s  de
1 [  ( l - X * )  - u . '  = 0
O, p u e s t o  que ) D - X ^ X ^ j ^ O ,  c o n  l a s  s o l u c i o n e s  de
| [ X * |  a  X - * - U , ^ C ) - X ^  I p j  UL T
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F,
Dado que c l  g r â f i c o  de |  es  de l a  f o r m a  i n d i c a d a  en
l a  f i g u r a  2 . 1 ,  se d e d u c e  i n m e d i a t a m e n t e  l a  c o n c l u s i o n  d e l  t e o ­
rema .
E l  t e o r e m a  a n t e r i o r  p e r m i t e  e s t a b l e c e r  con  f a c i l i d a d  d e s ­
i g u a l d a d e s  e n t r e  l o s  i n d i c e s  de c o n d i c i ô n  de l a s  m a t r i c e s  Z y 
Z * .  En e f e c t o  s c a n
r  X , 1  %  r  V» , I  V i
J
* !,•••( p
l o s  i n d i c e s  de c o n d i c i â n  de l a s  m a t r i c e s
V;
m e n t e .  S c a n ,  t a m b i é n ,
\  XI. ,
D e l  t e o r e m a  dc  s e p a r a c i ô n  es  f a c i l  v e r  que
- 1 '
Il s l, ...
z y z *
k =  i ,
r e s p e c t  i v a -
-1
f -  <
x\ , k « 1 , .. . ,  p-i 
p-J  ( 2 . 1 7 ) .  En p a r t i c u l a r ,y ,  p o r  t a n t o ,
tomand o  k » l  en ( 2 . 1 7 ) ,  se  t i e n e  l a  d e s i g u a l d a d  c o r r e s p o n d i e z  
t e  p a r a  e l  n u m ér o  de c o n d i c i ô n  de l a  m a t r i z  Z
S.’ c k [ Z l  < k [ î ' I  (2.>8)
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Oe ( 2 . 1 8 )  se d e d u c e  qu e  s i  X* es p e q u e n o  en r e l a c i ô n  con  
X^ l a  c o n d i c i â n  k [ Z ]  es m a l a . P o r  o t r o  l a d o  se o b t i e n e  t a m ­
b i é n  l a  é v i d e n t e  c o n c l u s i o n  de que s i  k [ Z ]  es  g r a n d e , k  
es t o d a v i a  m a y o r . S i  y e s t â n  p r ô x i m o s ,  l a s  c o t a s  ( 2 . 1 1 )
p r o p o r c i o n a n  un i n t e r v a l o  p r e c i s o  p a r a  o b t e n e r  i n f o r m a c i ô n  s o b r i
k[z].
Pese a que  e l  t e o r e m a  de s e p a r a c i ô n  es un r e s u l t a d o  i n t e r e ­
s a n t e  p o r  s i  m i s m o ,  l a  l i n e a  de c o n s e c u e n c i a s  d e d u c i b l e  d e l  m i s ­
mo c o n d u c e  f o r z o s a m e n t e  a l a  o b t c n c i a ô n  de d e s i g u a l d a d e s .  E s t e  
p r o c e d i m i e n t o  no es c o m p l e t a m e n t e  s a t i s f a c t o r i o  p o r q u e ,  e n t r e  
o t r a s  c o s a s ,  a s i  es i m p o s i b l e  d e l i m i t a r  con  p r e c i s i ô n  e l  p a p e l  
de l a  r e s p u e s t a  Y en l o s  i n d i c e s  de c o n d i c i ô n  de l a  m a t r i z  
2' *.  E s t e  t i p o  de d i f i c u l t a d  s e r a  f r e c u e n t e  en c l  t r a t a m i e n t o  
dc p r o b l e m a s  r e l a t i v e s  a l  a u t o s i s t e m a  de l a  m a t r i z  de p r o d u c t o s  
c r u z a d o s .
4 . 1 2 .  D i s t r i b u c i ô n  de l o s  a u t o v a l o r e s
W e b s t e r ,  G u n s t  y Mason ( 1 9 7 4 )  seP i a l an  que l a  d i s t r i b u c i ô n  
de l o s  a u t o v a l o r e s  y a u t o v e c t o r e s  de l a  m a t r i z  Z *  Z  es d i f i ­
c i l  de o b t e n e r .  S i n  p r e t e n d e r  h a b e r  r e s u e l t o  e l  p r o b l e m a  n i  l a s  
c u e s t i o n e s  que é s t e  1 l e v a  c o n s i g o :  a p r o x i m a c i o n c s  a l a  d i s t r i b u  
c i ô n ,  c o m p o r t a m i e n t o  a s i n t ô t i c o ,  . . . ,  e t c . ,  en e s t e  t r a b a j o  se 
a p o r t a ,  p o r  m é t o d o s  s i m p l e s  de c a m b i o  de v a r i a b l e ,  una b r e v e  
c o n t r i b u c i ô n  a l  m i s mo .  En e s e n c i a ,  se o b t i e n e  l a  e x p r e s i ô n  e x ­
p l i c i t a  de l a  d e n s i d a d  d e l  me n or  de l o s  a u t o v a l o r e s  de l a  m a t r i ;  
y *  X * , l a  m a t r i z  a m p l i a d a  de p r o d u c t o s  c r u z a d o s  d e l  m o d e l o  
( 1 . 1 ) ,  en un c a s o  p a r t i c u l a r  s e n c i l l o ,  p e r o  i l u s t r a t i v o  de l a s  
d i  f i c u l t a d e s  d e l  p r o b l e m a
S u pô n g a s c  X p  *  £  , d o n d e  X es  un v e c t o r  de l o n g i t u d
u n i d a d  y . L o s  a u t o v a l o r e s  de X** X *  s on  l a s
r a i c c s  d e l  p o l i n o m i o
i - x *  è x j i
SCT-X*
*■ » vjJ  _2L
o s o l u c i o n e s  de l a  e c u a c i ô n  SCT = X ------------  donde u. = %» %- Y"
I  o  1 - X *  1
P e r o  u. r  S C K  de modo que e s t a  e c u a c i ô n  es é q u i v a l e n t e  a
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SCE = X %  -  S C R  = X"* r  1 1i-X* L 1-X* J (2.19)
S i  SCE = vS" y S C R  = UÏ- , l a  d e n s i d a d  con  j u n t a  es  f à c i l
de c a l c u l a r .  Us and o  ( 2 . 1 9 ) ,  e l  c a m b i o  de v a r i a b l e
*  i V  J
u> = [,1 -  X* ]  t
p e r m i t e  c o n o c e r  l a  d e n s i d a d  c o n j u n t a  de I X  c o n c e n t r a d a  en
c l  c a s o  d e l  me n or  de l o s  a u t o v a l o r e s  cn  l a  r e g i o n  0 <  X ^  1 , 
t  ' > 0  ( v e r  t ema de s e p a r a c i ô n  2 . 1 )  que r é s u l t a  s e r
, [ .Ml.
,  '  h - o - t r -
do nde  c  = ^  y r  =  l  % /
La d e n s i d a d  d e l  me n or  do l o s  a u t o v a l o r e s  de X *  X  es  ^  L  X*^J = 
-  y f  . En v i r t u d  de l a  e s t r u c t u r a  de ( 2 . 2 0 )  es
u t i l  l a  r e l a c i ô n  ( A b r a m o w i t z - S t e g u n ,  1 9 6 4 ,  p a g .  5 J5 )
r U ) . ( j ( Q . , b , 2 . )  = /  e - ^ ^ t  ( l  + t l  â t  (2.21)
/O
en l a  que a > 0  , 2. ' > 0  y U  ( û- , b , l ]  es  l a  f u n c i ô n  h i p e r  g c o m é -
t  r  i c a  c o n f l u e n t e  de K u m m c r . U s and o  ( 2 . 2 1 )  p a r a  r e s o l v e r  l a  i n t ^  
g r a l  se l l e g a ,  t  r a s  l a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  o p e r a c i o n e s ,  a l a  e x ­
p r e s i ô n  e x p l i c i t a  de ^  L-X- 3
t [ r ]  .  M  J l l z f  u (-L .
P(rl  ^  ^ L 2V: W
^ 9 -  u  (j. + —  ' “
h  i! 2%
, i  0 <  X* <  1 y  c =  f *  .
La c o m p i o j i d a d  de ( 2 . 2 2 )  no p e r m i t e  d a r  r e s p u e s t a  a i n t c -  
r r o g a n t e s  t a n  c l e m c n t a l c s  como s o n  c l  c o n o c c r  E  [ , X* ]  o 
v a r  ^  X*^  o ,  p o r  e j e m p l o , t e n e r  un a  i d e a  a p r o x i m a d a  d e l  g r â f i c o  
de l a  d e n s i d a d  |  [ X " ^ . Cabe s o s p e c h a r  que a l  a u m c n t a r  l a  c o m p l e  
J i d a d  d e l  m o d e l o  dc  p a r t i d a ,  l a  c o r r e s p o n d i e n t e  d e n s i d a d  ^ [ X " ] , 
c a s o  de que pu eda  l l e g a r s e  a una e x p r e s i ô n  c o m p a c t a ,  s e r â  mâs 
i n t r a t a b l e  que  ( 2 . 2 2 ) .
-  i l  -
4 . 2 .  A u t o v e c t o r e s
Puede  d a r s e  una r o l a c i ô n  e x p l i c i t a  e n t r e  c l  j - é s i m o  a u t o -  
v e c t o r  de 2 *  2 *  y e 1 a u t o s i s t e m a  de 2  2  .
Como p a s o  p r e v i o ,  c o n s i d é r e n s e  l o s  v c c t o r e s  mxl
- l
Vi =
- [ D - X ' I p ]  u.
Se t r a t a  de d e m o s t r a r  que es un a u t o v e c t o r  de l a  m a t r i z
( 2 . 1 5 )  a s o c i a d o  a l  a u t o v a l o r  X; . En e f e c t o  se t i e n e
D • - .............. "
ILL i  I  H
A h o r a  b i e n ,  como
U . - D [ 0 - X ^ l p ^  u.
 ^ 1 -  U.' [ ù - X j l p ]  u.
( 2 . 2 3 )
U. -  ù  ”  X j  î p  ^  u,  -r VJL- Î ^ l O  ■ X^ ^ |>3  L ^ ~  ]  U" z
.  -  [ û -  ‘ u .
y s e g û n  c l  t c o r e m a  de s e p a r a c i ô n  es
1 =  X j  -»-uJ [ ù - X j l p ^  U.
e l  s e q u n d o  m i e m b r o  de ( 2 . 2 3 )  es  XT V. .
En v i r t u d  d e l  p â r r a f o  a n t e r i o r ,  l o s  a u t o v e c t o r e s  do iL t
son  p r o p o r c i o n a l e s  a l a s  c o l u m n a s  de l a  m a t r i z  ' Y i ;  ' '
En c o n c r e t e ,  l a  c o l u m n s  j - é s i m a  de e s t a  m a t r i z  es
( C 0  • n-i
0 1 =
- C l D - X M p ] '  a
( 2 . 2 4 )
T e n i o n d o  en c u e n t a  que C  es  una m a t r i ^  o r t o g o n a l ,  l a  l o n -  
g i t u d  d e l  v e c t o r  ( 2 . 2 4 )  es  1 *  w. + X^ u.  y» de a q u i ,  un 
c o n  j u n t o  de a u t o v e c t o r e s  n o r m a l  i z a d o s  p a r a  l a  m a t r i z  2 *  2 * *  es
[ ï l " ' '  ' I ;  • Y m ]
Ï ’  -
do nde
-  C -  X j  I .  ]  u.
2 . 2 5 )
= i . I ■ p. no
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La e x p r e s i ô n  ( 2 . 2 5 )  c o m b i n a  i n f o r m a c i ô n  de l a  m a t r i z  Z  2  
[ c  y 0 ]  y de l a  m a t r i z  2 *  2 *  ( y no p u e d e ,  p o r  t a n t o ,
u t i l i z a r s e  p a r a  d e t e r m i n a r  l o s  y *  en f u n c i ô n  de  l o s  . D e -  
b i d o  a su c o m p l c j  i d a d , no r é s u l t a  de u t i l i d a d  t a m p o c o  p a r a  a n a -  
l i z a r  l a s  p r o p o r c i o n e s  de d e s c o m p o s i c i ô n  de l a  v a r i a n z a  de 2 *  
n i  e l  p a p c l  de l a  r e s p u e s t a  Y en l a s  c o o r d c n a d a s  de y *  . No 
o b s t a n t e ,  l a  f o r m u l a  ( 2 . 2 5 )  s e r a  de u t i l i d d  en o t r o  c o n t e x t e .
4 . 3 .  D e s i o u a l d a d e s  de B c r k
B e r k  ( 1 9 7 7 )  e s t a b l e c e  un r e s u l t a d o  que es  de u t i l i d a d  en e l  
e s t u d i o  de l o s  d i a g n ô s t i c o s  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  en Z * .
TEOREMA 2 . 2 .  B e r k  ( 1 9 7 7 )
S i  C es una  m a t r i z  de c o r r e l a c i ô n  m u m  no s i n g u l a r  y 
4  4  . . .  4  son  l o s  e l e m e n t o s  d i a g o n a l e s  de l a  i n v e r s a ,
e n t o n c e s
V„ 4 k‘ i. m
do nde  k  es  e l  n u mé ro  de c o n d i c i ô n  de C.
DEMOSTRACION;
Como = t r [ C ' ^ ]  =  — ^  + .............1- >
[  «L -  ,  J
^  -r— —s-_ y p o r  s e r  es [ c ]  4  "1 , e n t o n c e s
^ ^minLC j  1 *
k  4  fn ( V) 4 + Vp + ) . P a r a  ^ 1  c g a r  a l a  c o t a  i n f e r i o r ,  h a y
que t o n e r  en c u e n t a  que a l  s e r  2_  X j  [ c ]  = nn es  X ^ ^ ^  ^  1
y p u e s t o  que V», 4  hr»â>C CL C  ^0. = ^ A  . ( " r i  se t i e n e ,  f i n a l m e n -  
(X’ i . l  r  i  ^
t e ,  w  ,  Lcj _ 1.^
"  ^ Xm^Cc] - '
B e r k  c o m e n t a  que l a  c o t a  i n f e r i o r  se  a l c a n z a  c u a n d o  C e s  
l a  m a t r i z  i d c n t i d a d  m i e n t r a s  que  l a  c o t a  s u p e r i o r  e s  p r é c i s a  
c ua n d o  C t i e n e  un a u t o v a l o r  d o m i n a n t e ,  l o s  demàs p e q u e h o s  y 
uno de c l l o s  s e n s i b l e m c n t e  mâs p e q u c h o  que e l  r o s t o .
E s t e  t c o r e m a  p e r m i t e  r e l a c i o n a r  d i r c c t a m e n t e  l o s  y
e l  c u a d r a d o  de l a  c o n d i c i ô n  k  [ Z " ] .  No hay  mâs qu e  r e c o r d e r  
que 2 *  2 ' *  es una m a t r i z  de c o r r e l a c i ô n  d c f i n i d a  p o s i t i v a  c o n  
p r o b a b i l i d a d  u n o ,  de donde
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V i f  * é  k" [ Z ' I  4  m f  £  V I F , * ]
\ i -
En p a r t i c u l a r ,  ^ 1 -  4  L ^ * l  l o  que p r u e b a  que a j u s t e s  b u e -
nos  p r o v o c a n  m a l a  c o n d i c i ô n  de l a  m a t r i z  Z * .
5 .  MODULO DE GUNST
E n t r e  l a s  c o l u m n a s  de l a  m a t r i z  Z*  e x i s t e  una m u l t i c o l i n e a ­
l i d a d  c u a n d o  p a r a  un c i e r t o  f i j o ,  e x i s t e  c "  u n i t a r i o  t a l
que  II Z H 4 f|* Es s a b i d o  que e s t o  es  é q u i v a l e n t e  a l a  c o n d i ­
c i ô n  X * ^ ^ e s  e l  m ô d u l o  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  de G u n s t  de
l a  m a t r i z  Z * .
5 . 1 .  R o l a c i ô n  e n t r e  l o s  m ô d u l o s  de Z y Z*
E v i d e n t e m e n t e , s i  se s a t i s f a c e  || Hc 1 4 l] d o nd e  C 4 ,
C C -  1 y rj >0 es una c a n t  i d a d  f i j a d a ,  se s a t i s f a c e  i n m e d i a -
t a m e n t e  ]l 2 *  c * l |  4  con  C * s ^ c \ o )  ^ 7 * " ' ]  '  D i c h o  de
o t r a  f o r m a ,  l a  e x i s t e n c i a  de una  m u l t i c o l i n e a l i d a d  en Z de mô­
d u l o  m e n or  o i g u a l  que r j  d e s c r i b e ,  a u t o m à t i c a m e n t e , una m u l t i ­
c o l i n e a l i d a d  e n t r e  l a s  c o l u m n a s  de Z*  do m ô d u l o  menor  o i g u a l  
que . No o b s t a n t e ,  c l  p r o b l e m a  que se p r é t e n d e  r e s o l v e r  es
p r e c i s a m e n t e  c l  c o n t r a r i o :  e s t a b l e c e r  c o n d i c i o n e s  que p e r m i t a n
g a r a n t i z a r  c u a n d o  ^  p eque f i o  i m p l i c a  X^  pequefSo.
S i  y Z l n  = ( Y J '  Y m )  '  d o n de  J *  es p i i  , os  c^l a u t o v o c -  
t o r  n o r m a l i z a d o  c o r r e s p o n d i e n t e  a X^^ se t i e n e  || H “  X "  .
C o n s i d c r c s e  l a  c o m b i n a c i ô n  l i n e a l
. [ ^  | y ]  ( - ^ ]  = Z y *  ,  y Y ' „  ( 2 . 2 6 )
y sea  V j  l a  m a t r i z  de p r o y e c c i ô n  e n g c n d r a d a  p o r  l a s  c o l u m n a s  
de l a  m a t r i z  Z ,  es  d e c i r  V g  « 2 Z '  • T e n i o n d o  en 
c u e n t a  que
Y s N/£y-*■ ( I-Vî) Y
1l a  c o m b i n a c i ô n  l i n e a l  do ( 2 . 2 6 )  se  pu ede  p o n e r
Z ' f " "  *  2 y , *  . y Y ' „  -  Z y ; .  - | i - [ 2 î  , e ]  =
P u e s t o  que e es  p e r p e n d i c u l a r  a ( [ Z j  , l a  e x p r e s i ô n
( 2 . 2 7 )  d e sc o mp o n c  2  en d o s  s um ando s ,  c a d a  uno de e l l o s
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en d i r e c c i o n e s  o r t o g o n a l e s  e n t r e  s i .  P o r  c l  t e o r e m a  de P i t â g o r a s
de d o n d e .
Il sce ( 2 . 2 8 )
Se t i e n e  e l  s i g u i e n t e  I cma a u x i l i a r  
LEMA 2 . 1 .
S i  l o s  a u t o v a l o r e s  de Z  2  s on  t o d o s  d i s t i n t o s ,  e n t o n c e s
11 ï.' *  11 0
DEMOSTRACION:
La d e m o s t r a c i ô n  se c f e c t u a  p o r  r e d u c e  i o n  a l  a b s u r d o .  S i  
il + -lü L - S 1|=0 , de ( 2 . 2 8 )  se  s i g u e  que || Z* r  =
= Xj*  ^ 0 de modo q u e ,  en p a r t i c u l a r  0 . T a m b i é n
1' ^* + -XeI— Î  j [ ï O  es si = 0  y de a q u i
Y: l ' N . A .  ,
l o  que  d e m u e s t r a  que (oi je  j - 1  j  es  un a u t o v e c t o r  de Z- t .  
a s o c i a d o  a l  a u t o v a l o r  X^  . P o r  c o n s i g u i e n t e ,
o ,  en f o r m a  mâs d e s a r r o l l a d a ^
y I  ■
es  d e c i r
- r i z '2 5  -EWl
= h ’
- A ,
Y z *  - 1
( 2 . 2 9 )
A _ < _
c^  es  p r e c i s a m e n t e  s o l u c i ô n  de l a s  c c u a c i o n e s  n o r m a l e s  i -  c  
= Z  Y de donde  ( 2 . 2 9 )  se c o n v i e r t e  en
46
V 2 5 - 1
= K _ 1  I ( 2 - 3 0 )
*  A -  I •
y de a q u i  ot « 0  . C o n t i n u a n d o  con  ( 2 . 3 0 ) ,  s i  oL s 0  es  =
-  2 * ^  = 1 • Segûn e l  t e o r e m a  de s e p a r a t i o n  es
l o  que c o n d u c e  a l a  c o n t r a d i c c i ô n  2_ X j  > p  |
Una v ez  d e m o s t r a d o  e s t e  l e m a ,  es  f â c i l  e s t a b l e c e r  e l  r e s u l ­
t a d o  f u n d a m e n t a l  de e s t e  a p a r t a d o  que se e n u n c i a  en f o r m a  de t c o  
r e m a .
TEOREMA 2 . 3 .
S i  l o s  a u t o v a l o r e s  de 2  2  s on  t o d o s  d i s t i n t o s  e n t r e  s i ,  
se t i e n e  \  *  Y m r  r
A i  -  5 C L
0 < X,' < X, é
DEMOSTRACION
I y* - « II''
i ,
( 2 . 3 1 )
i *I m p o n i e n d o  a ( 2 . 2 8 )  l a  c o n d i c i ô n  a d i c i o n a l  | |  ||
set
( 2 . 3 2 )
0  , se s i g u e  que
. t l . ' - f - :] |‘
■ l U N - ^ - 1 1  ,11 Y,' . - I f - s
A h o r a  b i e n ,  X^ = xnf  H Z c . l l  de donde es me n or  o
i g u a l  que ( 2 . 3 2 ) .  Te^* îendo en c u e n t a ,  ademés,  que e l  t e o r e m a  
de s e p a r a c i ô n  e s t a b l e c e  0  4  Xy* 4  ( c . s . )  se l l e g a  s i n  d i f i c u l -
t a d  a ( 2 . 3 1 ) .  _
5 . 2 .  C o m e n t a r i o s
La s  d e s i g u a l d a d e s  ( 2 . 3 1 )  p e r m i t e n  e x t r a o r  i n f o r m a c i ô n  d e l  
m ô d u l o  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  de Z a p a r t i r  de i n f o r m a c i ô n  d c -  
p e n d i c n t e  û n i c a m e n t e  de l a  m a t r i z  Z * ,  segûn  l a  i n v e r s a  de 
( 2 . 5 ) .  E l  a n â l i s i s  de ( 2 . 3 1 )  se f a c i l i t a  s i  se e s c r i b e
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=  k , "  ( 0 < t : < l )
y;
IU ,‘ Sy
de do nde  ( 2 . 3 1 )  sc  pu ede  p o n e r  ^
0 < X * < X ,  4  < 2 - 3 M
En l a  n u c v a  e x p r e s i ô n  ( 2 . 3 4 ) ,  l a  c o t a  s u p e r i o r  d e p e n d e  de  l a s  
c o n s t a n t e s  y k^ d e f i n i d a s  en ( 2 . 3 3 ) .
De l a  c o n d i c i ô n  4  X j  se d e d u c e  q u e  s i  en l a  m a t r i z  Z
e l  m ô d u l o  es  p e q u e M o , en Z *  e l  m ô d u l o  e s  mas p e q u c A o  t o d a v i a .  
P o r  o t r o  l a d o ,  s i  e l  m ô d u l o  en Z *  es  c o r r e c t e ,  e l  m ô d u l o  en  Z
t a m b i é n  es  c o r r e c t e . E s t e  r e s u l t a d o  de a g r a v a m i e n t o  de l a  m u l t i ­
c o l i n e a l i d a d  e s t a  en l a  mi sma l i n o s  que l o s  o b t e n i d o s  c o n  l o s
Vir^ y l o s  n u m é r o s  de c o n d i c i ô n  k[Z]  y k [Z*] .
Cuando X j  es  p e q u e f i o ,  l a  c u e s t i ô n  q u e d a  r c d u c i d a  a l  a n à -  
l i s i s  de l a s  c a n t i d a d e s  k j *  y k j *  de ( 2 . 3 3 ) .  Una v ez  c o n o c i d o  
que l a  c o t a  s u p e r i o r  do ( 2 . 3 1 )  ^es p e q u e M a , como X^  ^uni j( Zc 1
A
\ W  * » 1
y a s i ,  l a s  c o o r d e n a d a s  d e l  v e c t o r  u n i t a r i o
ïi* -  -T 7 - ^
l lv - y . '
i d e n t i f i c a n  un a  d e p e n d e n c i a  l i n e a l  a p r o x i m a d a .  En c u a l q u i e r  s i -  
t u a c i ô n  en l a  que  l a  c o t a  s u p e r i o r  de ( 2 . 3 4 )  sea  g r a n d e ,  l a  
d e s i g u a l d a d  c a r e c e  de v a l o r  p r a c t i c e  aûn c o n  Xj*  ^ p e q u e f i o .  P o r  
c o n s i g u i e n t e ,  en e s t e  c a s e ,  l a  m a t r i z  Z*  no c o n t i e n e  i n f o r m a ­
c i ô n  s o b r e  l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  en Z y e s t a  ha de i n v e s t  i  ga r -  
se d i r e c t a m e n t e .
F i n a l m e n t e , p u e d e  h a c e r s e  un c o m o n t a r i o  s o b r e  l a  i n t c r v c n -  
c i ô n  de l a  r e s p u e s t a  en l a  r c l a c i ô n  e n t r e  l o s  m ô d u l o s  de Z y 
Z * .  I n t u i t i v a m e n t c , u s a n d o  i d e m # d e  c a r à c t e r  g e o m c t r i c o  p u e d e  
a r g u m c n t a r s e  qu e  c u a n t o  mâs c c r c a n o  a l a  o r t o g o n a l i d a d  e s t e  e l  
v e c t o r  y c o n  l a  v a r i c d a d  e n g c n d r a d a  p o r  l a s  c o l u m n a s  de Z mâs 
de pe nd e  l a  e s t r u c t u r a  de r e l a c i o n e s  en l a  m a t r i z  Z*  de l o  q u e
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o c u r r a  en Z.  En e f e c t o ,  c u a n d o  y t i e n d e  a l a  o r t o g o n a l i d a d  
con  C [ z J  , l a  m a t r i z  Z *  2 *  t i e n d e  a
IT °)
c u y o s  a u t o v a l o r e s  son  l o s  de Z Z mâs e l  v a l o r  u n o .  P o r  c o n s ^  
g u i e n t e ,  de t e n e r  Z *  2 *  un a u t o v a l o r  peque f io  e s t e  debe e s t a r  
e n t r e  l o s  a u t o v a l o r e s  de 2  2  . En c i e r t o  s e n t i d o ,  e s t o  se r e -  
f l e j a  en e l  e x t r e m o  s u p e r i o r  de l a  c o t a  ( 2 . 3 1 )  que es f u n c i ô n  
m o n ô t o n a  d e c r e c i e n t e  de SCE que es  una m e d i d a  de l a  l e j a n i a  o 
p r o x i m i d a d  de y a l a  o r t o g o n a l i d a d  de
En o t r o  o r d e n  de c o s a s ,  l a  e s t r u c t u r a  de ( 2 . 3 1 )  i n d i c a  que 
e l  i n t e r v a l e  p a r a  es  a j u s t a d o  en e l  c a s o  de m u l t i c o l i n e a l ^
d a d e s  no p r e d i c t i v a s . En e f e c t o ,  en t a l  s i t u a c i ô n  ,
Il Y i *  Il ^  1 y » a s i ,  e l  e x t r e m o  s u p e r i o r  de ( 2 . 3 1 )  e s t â  p r ô x i m o  a 
X * .  En c a s o  de m u l t i c o l i n c a l i d a d e s  p r e d i c t i v a s ,  c ab e  s o s p e -  
c h a r  que l a  u t i l i z a c i ô n  de ( 2 . 3 1 )  no ha de s e r  muy e f i c a z .
O b s é r v e s e  q u e ,  s e g û n  ( 2 . 5 ) ,  e l ^ c â L c ^ l o  d e l  i n t e r v a l e
x>* -  y;  - %
Il V f .  u *  J
d e p e n d e  û n i c a m e n t e  d e l  a u t o s i s t e m a  y l a ^  i n v e r s a  de 2 * 2 *  • En 
e f e c t o ,  s i  ( 2 * 2 * )  a 1 1* ) es
r ' " '  (2.Î5)
s, ■ L set J i " " "
do nd e  2 “ ^*"' x  { î.*pp, ) • P o r  c o n s i g u i e n t e ,  en un p r o ­
b l e m a  c o n c r e t e  b a s t a  c o n o c e r  2 *2 *  p a r a  c a l c u l a r  ( 2 . 3 1 ) .
5 . 3 .  E i e m p l o
S up ô ng a sc  que se c o n o c c ,  en una  c i c r t a  s i t u a c i ô n ,  l a  m a t r i z  
2* 2* r e c o g i d a  en l a  t a b l a  2 . 1 .  Es i n t e r e s a n t e ,  desde  e l  p u n t o  
de v i s t a  m e t o d o 1ô g i c o , i l u s t r a r  l a  a p i i c a c i ô n  de l a  d e s i g u a l d a d  
( 2 .  31)
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1 0 . 9 3 4  0 . 380  
1 0 . 5 6 1  
1
0 . 315  
0 . 8 1 1  
0 . 5 1 3
1
TABLA 
X’  = 0 . 0 3 6 8
2 . 1 .  M a t r i z  
X* = 0 . 2 8 6 4
Z " ' Z "
X*J = 0 . 6 7 7 7 X* =2 .  9991
"1 0 . 5 9 4 1 0 . 4 4 8 5 - 0 . 4 1 9 0 - 0 . 5 1 9 8
*2 - 0 . 7 7 8 8 0 . 2 2 5 8 - 0 . 1 6 6 5 - 0  . 5 6 1 1
"3 0 . 14 46 0 . 1 9 0 1 0 . 8 9 0 1 - 0  . 38 82
Y 0 . 1401 - 0  . 8 4 3 6 - 0 . 0 6 6 7 - 0 . 5 1 4 0
TABLA 2 . 2 a )  A u t o s i s t e m a  de Z *  2 *
1 0 . 6 3 4 • 1 2 . 0 0 6  
1 6 . 7 8 7
2 . 146  
• 3 . 0 5 2  
1 . 91 3
1 . 069  
- 3 . 5 1 4  
0 . 0 3 1  
3 . 1 1 2
TABLA 2 . 2 b )  I n v e r s a  de H* 2.
En v i r t u d  de ( 2 . 3 5 )  p a r a  e s t e  e j e m p l o  se  t i e n e
i£ L  = i-R' = 1
0(
i ;
T 0 . 521
0.545  ^
1.128 
\ 0.010
P u e s t o  que = ( 0 . 5 9 4 1 ,  - 0 . 7 7 8 0  , 0 .  1446 ) ,
t e r v a l o  de l a  c o t a  ( 2 . 3 1 )  i n f o r m a  que
X j  6  ( 0 . 0 3 6 8 ,  0 . 0 4 3 3 ]
0 . 1 4 0 1 ,  e l  i n -
' 2 . 36
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Y •  ^  Y *
A dc mà s ,  e l  v e c t o r  ------- ----------- —— %------------ -  ( 0 . 6 5 0 4 ,  - 0 . 7 3 9 5 ,  0 . 1 7 3 9 )
Il ]fl‘  Ym */5yW
i d e n t i f i c a  una m u l t i c o l i n e a l i d a d  e n t r e  y •
E l  v a l o r  v c r d  adcro de X j  es  0 ' 0 4 3 3  que c o i n c i d e  c on  e l  
e x t r e m o  s u p e r i o r  de ( 2 . 3 6 ) .  La i n t e n c i â n  de 1 e j e m p l o  es  û n i c a ­
m e n t e  i l u s t r a t i v a .  Cuando  s o l o  se p r e t e n d s  a v e r i g u a r  e l  v a l o r  de 
X^,  es  mâs s e n c i l l o  c a l c u l a r  e l  a u t o s i s t e m a  de 2 . Z  , m a t r i z  
que c o i n c i d e  c o n  l a  s u b m a t r i z  p r i n c i p a l  3x3 de Z "  Z *  .
6 . EJEMPLO
C o n s i d é r e s e  e l  s i g u i e n t e  e j e m p l o  t omado  d e l  l i b r o  de G u n s t  
y Mason ( 1 9 8 0 )  y r e l a t i v e  a un m o d e l o  +
+ t  £, p a r a  l o s  d a t o s  de l a  t a b l a  2 . 3 .  E l  s i g n i f i c a d o  de
l a s  v a r i a b l e s  es
Y = nS de h o m i c i d i o s  en c i e r t a  c i u d a d  a m e r i c a n a  p o r  c a d a
1 0 0 . 0 0  h a b .  = HOM.
= n9 de p o l i c i a s  p o r  c ad a  1 0 0 . 0 0 0  h a b .  = FTP.
Xj  = nS de l i c e n c i a s  de a r mas  de f u e g o  p o r  cada  1 0 0 . OOOhab. =
L i e
Xj  = nS de a r mas  de f u e g o  r e g i s t r a d a s  p o r  ca d a  1 0 0 . 0 0 0  h a b .  =
GR
Las  o b s e r v a c i o n e s  o s t é n  t o m a d a s  e n t r e  l o s  af tos 1961 y 1 9 7 3 .
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Y " l * 2 ’‘ 3
8 . 6 0 2 6 0 . 3 5 1 7 8 . 1 5 2 1 5 . 9 8
8 . 9 0 2 6 9 . 8 0 15 6 . 4 1 1 8 0 . 4 8
8 . 5 2 2 7 2 . 0 4 1 9 8 . 0 2 2 0 9 . 5 7
8 . 8 9 2 7 2 . 9 6 2 2 2 . 1 0 2 3 1 . 6 7
1 3 . 0 7 2 7 2 . 51 3 0 1 . 9 2 2 9 7 . 6 5
1 4 . 5 7 2 6 1 . 3 4 391 . 22 3 6 7 . 6 2
21 . 36 2 6 8 . 8 9 6 6 5 . 5 6 6 1 6 . 5 4
2 8 . 0 3 2 6 5 . 9 9 1 , 1 3 1 . 2 1 1 , 0 2 9 . 7 5
31 . 49 3 1 9 . 8 7 8 3 7 . 6 0 7 8 6 . 2 3
3 7 . 3 9 3 4 1 . 4 3 7 9 4 . 9 0 7 1 3 . 7 7
46 . 26 3 5 6 . 5 9 8 1 7 . 7 4 7 5 0 . 4 3
4 7 . 2 4 3 7 6 . 6 9 5 8 3 . 1 7 1 , 0 2 7 . 3 8
5 2 . 3 3 3 9 0 . 1 9 7 0 9 . 5 9 6 6 6 . 5 0
TABLA 2 . 3
La t a b l a  de a n â l i s i s  de l a  v a r i a n z a  p a r a  un m o d e l o  c o n  t r è s  
v a r i a b l e s  y t é r m i n o  i n d e p e n d i e n t e  a j u s t a d o  c on  l o s  d a t o s  de l a  
t a b l a  2 . 3  es
F .  V a r i a c i ô n  s . c .  g . 1 .  C.M.
R e g r e s i ô n  3 , 1 6 7 . 4 1  3 1 , 0 5 5 . 8 0
E r r o r  5 4 . 3 7  9 6 . 0 4
1 7 4 . 8 0
T o t a l  ( c o r r e g i d o ) 3 ,221  . 78 1 2 R ^ = 0 . 9 8 3
n = 1 3 ;  p = 3 ; m = 4
TABLA 2 . 4 .
La m a t r i z  de c o r r e l a c i ô n  a m p l i a d a  a p a r e c c  en  l a  t a b l a  2 . 5 .  
D e s t a c a  i n m e d i a t a m e n t e  l a  a l  t a  c o r r e l a c i ô n  e n t r e  GR y L i e  
que po dr i a  h a b e r s e  a n t i c i p a d o  d e l  s i g n i f i c a d o  de l a s  v a r i a b l e s .  
P o r  c o n s i g u i e n t e ,  ha y  una d e p e n d e n c i a  l i n e a l  a p r o x i m a d a  e n t r e  
GR y L i e .  Es i n t e r e s a n t e  e s t u d i a r  l o s  r e s u l t a d o s  qu e  p r o d u c e , 
en c u a n t o  a l a  d e t e c c i ô n  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  en Z se r e f i e r e ,
FTP L i e GR HOM
FTP
L i e
GR
0 . 4 5 7  0 . 6 0 4  0 . 9 3 1
1 0 . 9 0 4  0 . 7 2 6
1 0 . 8 1 6
HOM . . .  1
TABLA 2 . 5 .  M a t r i z  2L 
l a  u t i l i z a c i ô n  de l a s  t c c n i c a s  de e s t e  c a p i t u l e .
FTP L i e GR HOM
FTP 3 3 . 3 3 8 1 3 . 5 1 1 3 .0 01 - 4 3 . 3 0 6
L i e 1 0 . 9 4 7 - 3 . 8 8 2 - 1 7 . 3 6 3
GR • 8 , 0 1 8 -  6 . 5 2 0
HOM • 5 9 . 2 5 6
TABLA 2 . 6 . a )  I n v e r s a  de 2 ^ 2 "
= 0 . 0 1 0 6 = 0 . 0 8 1 3 = 0 . 6 7 7 8 =3 . 2303
FTP - 0 . 5 7 8 3 - 0  . 0 4 1 9 0 , 6 7 0 6 - 0 . 4 6 2 7
L ie - 0 . 2 4 2 8 - 0 : 6 1 3 9 - 0 . 5 7 8 3 - 0 . 4 7 9 3
GR - 0 . 0 6 5 2 0 . 7 7 2 2 - 0 . 3 6 4 3 - 0 . 5 1 6 4
HOM 0 . 7 7 6 1 - 0 . 1 5 8 3 0 . 2 8 8 2 - 0 . 5 3 8 1
TABLA 2 . 6 . b )  A u t o s i s t e m a  de Z *  H *
La t a b l a  2 . 6 . a )  r c c o g e  l a  i n v e r s a  de 2 *  2 *  y l a  t a b l a  
2 . 6 . b ) e l  a u t o s i s t e m a .  S i g u i e n d o  e l  e r i t e r i o  de ( 2 . 1 1 )  es 
( *  14\ 1
i  !-----  = 31 . 6 4 9  > 2 7 . 3 3 8  = 3 3 . 3 3 8  -  6  = -  6
, • 4 4
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= 5 . 0 8 8  % 4 . 9 4 7  = 1 0 . 9 4 7  -  6  = 1 *  -  6  ( 2 . 3 7 )
= 0 . 7 1 7  4  2 . 0 1 8  = 8 . 0 1 8  -  6  = 2 “ *'^ -  6
De ( 2 . 3 7 )  se d e d u c e  que V I P  ^  , V l F >4 f  y ^  ^
l o  que d e m u e s t r a  que  l o s  d a t o s  p r e s e n t a n  un l i g e r o  g r a d o  de c o l j ^  
n e a l i d d  m a n i f e s t a d o  on l o s  v a l o r e s  de V f P  y V I F g ^  .
E l  c a l c u l e  de l a  d e s i g u a l d a d  ( 2 . 3 1 )  i n f o r m a  de que
£  (0 .0106,  0 . 5 6 7 l ]  ( 2 . 3 8 )
E l  i n t e r v a l o  ( 2 . 3 8 )  es p o c o  u t i l  p o r q u e  s o l o  c on  e l  t e o r e m a  2 . 1  
puede  a f i r m a r s e  que X j  £  ( 0 . 0 1 0 6 ;  0 . 0 8 1 3 )  l o  que i n d i c a  l a  e x i ^  
t e n c i a  de un a u t o v a l o r  pequeOo de 2  Z  . E l  p r o b l e m a  r a d i c a  en 
que l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  a s o c i a d a  a X j *  es  p r e d i c t i v a  como i n d ^  
ca l a  t a b l a  2 . 6 . b ) y e l  a l t o  v a l o r  de l a  c o r r e l a c i ô n  e n t r e  HOM y 
FTP 0 .9 31 . Como y a se ha a p u n t a d o  no c a b e  e s p e r a r  r e s u l t a d o s  
u t i l e s  de ( 2 . 3 1 ) .  E l  v e c t o r
h *---------------------! -------  que a p a r e c e  en e l  c é l c u l o  de ( 2 . 3 1 )  es (0  . 3 9 7 1 ;
0 , 5 5 6 0 ;  0 , 7 2 9 2 ) ,  l o  q u e ,  de n u e v o , a p u n t a  h a c i a  l a s  v a r i a b l e s  
GR y L i e .  La s  c o t a s  que se o b t i e n e n  como c o n s e c u e n c i a  d e l  t e o r e ­
ma 2 . 1  son
2.8374 C  k  [ e ]  <  17.4770 
1 <  r j ^  <  6.3034
que no r e s u l t a n  de e s p e c i a l  i n t e r c s .
 VIF|. \  = 0 . 0 7 8 4  =0 .  5926 X^ = 2 . 3290
FTP 1 . 6 9 0  0 . 1 6 6 7  - 0 . 8 5 4 0  - 0 . 4 2 9 8
L i e  5 . 8 6 0  0 . 6 4 7 1  0 . 4 7 1 9  - 0 . 5 9 8 8
GR 7 . 3 0 1  - 0 . 7 4 4 0  0 . 2 1 9 1  - 0 , 6 3 1 3
TABLA 2 . 7 .
F i n a l m e n t e , l a  t a b l a  2 . 7  t i e n e  c l  i n t e r c s  a c a d c m i c o  de c om -  
p r o b a c i ô n  de l o  o b t c n i d o  c o n  l a s  t c c n i c a s  b a s a d a s  on l a  m a t r i z
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2 ^  c o n  l o  o b t c n i d o  c on  l a s  t c c n i c a s  c l à s i c a s .  E f e c t i v a m e n t c , 
l o s  Tactorcs  dc i n f l a c i o n  do l a  v a r i a n z a  dc  Z d c t c c t a n  a L i e  
y GR como c o l i n c a l c s .  P o r  o t r o  l a d o ,  Aj  = 0 . 0 7 8 4  c s  pequeMo y 
e s t a  a s o c i a d o  a una d e p e n d e n c i a  l i n e a l  a p r o x i m a d a  e n t r e  GR y L i e  
que s on  l a s  v a r i a b l e s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a l a s  c o o r d e n a d a s  g r a n d e s  
de • Es de d e s t a c a r  que l o s  a u t o v a l o r e s  de Z  2  y Z *  2 *  
s a t i s f a c e n  e l  t e o r e m a  2 . 1 .
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CAPI TULO I I I
1.  SUMARIÜ
E s t e  c a p i t u l e  c o n t i e n e  e l  d e s a r r o l l o  de un n u e vo m é t o d o  de 
d e t e c c i ô n  s i m u l t â n e a  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  y c a s o s  i n f l u y c n t e s .
La s e c c i ô n  2 se d e d i c a  a l a  e x p o s i c i ô n  de l a s  i d e a s  b à s i c a s .  
En b r e v e ,  se t r a t a  de c o n s i d e r a r ,  p a r a  d i s t i n t o s  d i a g n ô s t i c o s , l a  
m a t r i z  r é s u l t a n t e  de anad i  r  a l a  m a t r i z  de d i s e h o ,  a m p l i a d a  o n o ,  
l a  c o l u m n a  f o r m a d a  p o r  e l  i - é s i m o  v e c t o r  c a n ô n i c o  de R  Se
i l u s t r a  cômo l a  c o n d i c i ô n  de l a  m a t r i z  p e r t u r b a d a  p u e de  i n f o r m a r  
dc l a  c o n d i c i ô n  de l a  m a t r i z  o r i g i n a l  y d e l  p o t e n c i a l  d e l  c a s o  
i - é s i m o .
P o r  r a z o n e s  de s e n c i l i e z  en l a  e x p o s i c i ô n ,  es c o n v e n i e n t e  
e m p e z a r ,  en l a  s e c c i ô n  3 ,  p o r  e l  m é t o d o  r e d u c i d o  de d e t e c c i ô n  
û n i c a m e n t e  de m u l t i c o l i n e a l i d d  y f i l a s  e x t r e m e s .  D i c h o  m e t o d o ,  
se d e d u c e  como c o n s e c u e n c i a  de c i e r t o s  r e s u l t a d o s  t e ô r i c o s  r e l a -  
t  i  vos  a l  c o m p o r t a m i e n t o  de l o s  d i a g n ô s t i c o s  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  
de l a  m a t r i z  p e r t u r b a d a .  La s e c c i ô n  t e r m i n a  con  l a  a p l i c a c i ô n  d e l  
m é t o do  a un e j e m p l o  p r â c t i c o .
La s e c c i ô n  4 i n c l u y e  e l  m é t o d o  c o m p l e t o  q u e ,  en p o c a s  p a l a ­
b r a s ,  se p u e d e  c o n s i d e r a r  un a  g c n e r a l i z a c i ô n  de l o s  r e s u l t a d o s  
de l a  s e c c i ô n  3 .  E l  esquema c s  e s e n c i a l m e n t e  e l  m i s m o :  t r a s  l o s  
d e s a r r o l l o s  t e ô r i c o s ,  c l  m é t o d o  se  o b t i e n e  como c o n s e c u e n c i a  d i ­
r e c t s .  Como se d e m u e s t r a ,  l a  a p l i c a c i ô n  de 1 m é t o d o  n e c e s i t a  de 
c i e r t o s  r e s u l t a d o s  d e l  C a p i t u l e  I I .  E l  mi smo e j e m p l o  u t i l i z a d o  
on l a  s e c c i ô n  3,  es e l  p u n t o  f i n a l  de e s t e  c a p i t u l e .
2 .  MOTIVACION
H o c k i n g  y Dunn ( 1 9 8 2 )  s c H a l a n  q u e ,  t r a d i c i o n a l m e n t e , l o s  
p r o b l e m a s  dc  m u l t i c o l i n e a l i d a d  y c a s o s  e x t r e m e s  de l a  m a t r i z  de 
d i s e f l o  se t r a t a n  p o r  s e p a r a d o .  H a b l a n d o  en t é r m i n o s  i n f o r m a l e s , 
l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  se r e f e r i r i a  a p r o b l e m a s  c o n  l a s  c o l u m n a s  
y l o s  c a s o s  e x t r e m e s  a p r o b l e m a s  c o n  l a s  f i l a s  de l a  m a t r i z  X.
En un i n t e n t e  de a n a l i z a r  ambos p r o b l e m a s  c o n j u n t a m e n t e ,
H o c k i n g  y Dunn p r o p o n e n  l o s  g r â f i c o s  de c o m p o n e n t e s  p r i n c i p a l e s ,  
d i a g n ô s t i c o  de i m p o r t a n t e  a p l i c a c i ô n  p r a c t  i c a  qu e  a p a r e c e r â  p ô s -  
t e r i o r m e n t e  en e s t e  t r a b a j o .  En c o n c r e t e , c l  p r o p ô s i t o  de e s t e  c ^  
p i t u l o  es d é s a r r o i l a r  una e s t r u c t u r a  que  t a m b i é n  p e r m i t e  e l  a n â -
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l i s i s  s i m u l t â n e o  de ambos p r o b l e m a s .  E l  m e t o do  se p u e d e  e x t e n d e r  
f â c i l m e n t e  a l a  d e t e c c i ô n  s i m u l t â n e a  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  y c a ­
sos  i n f l u y e n t e s  en e l  m o d e l o  ( 1 . 1 ) .
La i d e a  es s e n c  i 11 a . C o n s i d é r e s e  l a  m a t r i z  de nxm
£ . . [ 2 1 ^ . ]  (3.1)
( k) ,
d o n de  - - , 1 , es  e l  i - é s i m o  v e c t o r  c a n ô n i c o  de
I R . Es i n t u i t i v e  que a l  s e r  Z; .  una l i g e r a  p e r t u r b a c i ô n  de Z,  
l a s  c o n d i c i o n e s  de Z; .  y Z  han de e s t a r  e s t r e c h a m e n t e  r e l a c i o  
n a d a s .  P o r  o t r o  l a d o , sea  = 2 ( 2  2 l a  m a t r i z  de p r o y e c ­
c i ô n  s o b r e  C ^2^ . La d i s t a n c i a  de a l a  v a r i e d a d  es
l a  d i s t a n c i a  e n t r e  l o s  v e c t o r e s  y Vg • E s t a  d i s t a n c i a  a l
c u a d r a d o  es
I l d ' - V ^ d - l l  =  ^ [ f  ]
dada  l a  i d e m p o t e n c i a  de l a  m a t r i z  . En ( 3 . 2 )  =
= l2  2) , e l  i - é s i m o  e l e m e n t o  d i a g o n a l  de l a  m a t r i z  Vj ,
c u m p l e  l a  r e l a c i ô n  =  —!— ^  de modo que c u a n t o  mâs p o ­
t e n c i a l  t i e n e  e l  c a s o  i - é s i m o ,  me n or  es l a  d i s t a n c i a  de a
C [ 2 ] .  S i  se e s c r i b e  , do nd e  es p x l  , ( 3 . 2 )  se
p u e de  p o n e r
Il a-- 2cJ! = (3.3)
y p o r  c o n s i g u i e n t e  e l  que X- sea  e x t r e m a  provoca l a  a p a r i c i ô n  
de una d e p e n d e n c i a  l i n e a l  a p r o x i m a d a  e n t r e  d,) y 2  y ,  con  
c l l o ,  l a  m a la  c o n d i c i ô n  de l a  m a t r i z  2 [  • En suma c a b e  p e n s a  r  
que e l  a n â l i s i s  de l a  c o n d i c i ô n  de l a s  m a t r i c e s
ha de c o n t e n e r  t o d a  l a  i n f o r m a c i ô n  n e c e s a r i a  p a r a  c l  c o n o c i m i e n  
t o  de l a  c o n d i c i ô n  de Z y l a  d i s t a n c i a  de l a s  f i l a s  de l a  ma­
t r i z  dc d i s e n o  a l  c e n t r e  de l o s  d a t o s .  E l  a p a r t a d o  3 de e s t e  c ^  
p i t u l o  es  l a  r e s p u e s t a  a f i r m a t i v a  a e s t a  c o n j e t u r a .
Una g c n e r a l i z a c i ô n  i n m e d i a t a  de ( 3 . 1 )  es l a  m a t r i z
Z : . [ Z ’ h ; ]  ( 3 . W
que  c o n t i e n e  i n f o r m a c i ô n  de l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  en 2  y , s e ­
gûn e l  c a p i t u l e  2 ,  de l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  en Z . E l  a n â l o g o  de 
( 3 . 3 )  es
l l d ; - £ V i '  = i  -  W  I ) ' "
do nd e  O'- * = - ^  + 0-J [ ^ 1  , î ^ l  = ^  Y '^ 1 *  <=*l -
;  X ' c  ^  • Tomando O'- como m e d i d a  dc  l a  i n f l u e n c i a  de un
c a s o ,  l a  f o r m u l a  ( 3 . 5 )  s u g i e r e  que un c a s o  i n f l u y e n t e  p r o v o c a  
p r o b l e m a s  dc  d c g e n e r a c i o n  en l a  m a t r i z  ( 3 . 4 )  a s o c i a d a .  La c o n d i ­
c i ô n  de l a s  m a t r i c e s  2 - (  v = i , - - , n )  e s ,  p u e s  una h e r r a m i e n t a
de a n â l i s i s  c o n j u n t o  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  y c a s o s  i n f l u y e n t e s .
De modo g e n e r a l ,  e l  c a p i t u l e  e s t â  d i v i d i d o  en dos  s e c c i o n e s  
d i f e r e n c i a d a s , d e d i c a d a s ,  r e s p e c t i v a m e n t e , a l a s  m a t r i c e s  y
2 * .  A su v e z ,  c a d a  s e c c i ô n  se d e sc omp o nc  en do s  p a r t e s :  un a  d e d i -  
c a d a  a un e s t u d i o  de c a r à c t e r  t c ô r i c o  y o t r a  d e s t i n a d a  a l  d e s a r r £  
l i e  de l a s  a p i i c a c i o n e s  de l o s  r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s .
3 .  A N A L I S I S  DE MULTICOLINEALIDAD EN Z .
R a z o n e s  de t i p o  m e t o d o l ô g i c o  a c o n s e j a n  e m p e z a r  l o s  d e s a r r o ­
l l o s  p o r  e l  a n â l i s i s  de l a s  m a t r i c e s  2  ^ (
3 . 1 .  F a c t o r e s  de i n f l a c i ô n  de l a  v a r i a n z a
Sea L 4  |i,2, , n j f i j o .  La m a t r i z  de p r o d u c t o s  c r u z a d o s
a s o c i a d a  a l a  m a t r i z  c o r r e s p o n d i e n t e  de ( 3 . 1 )  es
I “  î )
s i e n d o  2.-^  l a  i - é s i m a  f i l a  de l a  m a t r i z  Z .  U s and o  e l  r e s u l t ^
do de i n v e r s i ô n  a d c c u a d o , l a  i n v e r s a  de ( 3 . 6 )  es
( h;
i£ '2
L \
1
L - '
d o n de  CL-s(2 2) . Ademâs,
=(z'zr‘
( 3 . 7 )
1  -  Oi.; [ z ]
( 3 . 8 )
S i  se  d e n o t a n  p o r  Vit ^ % 1, ..., p ]  ^ l a s  p p r i m c r o s  e l e m e n ­
t o s  d i a g o n a l e s  de l a  m a t r i z  ( 2^^ 2 ^ )  y p o r  V i f ' ’ c l  u l t i m o ,  se
t i e n e ,  s e g û n  ( 3 . 7 )  y ( 3 . 8 ) ,
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' ' " ' k  * T ^ 1  'P>
VIF'  c  L 3 . 1 0 )
l - » u W
Un p r i m e r  r e s u l t a d o  es  que l a  i n v e r s a  de p e r m i t e  c a l c u l a r
0 ";.^  [% ] y ,  de a q u i ,  . C o n o c i d o  e l  v e c t o r  d j  , de ( 3 . 9 )  se
p u e d e n  c a l c u l a r  l o s  V iP j i  ^ ^i • • • » f> ) •
Sea C^ = ( 0 ,  . . .  , 1,  . . . ,  o ]  e l  j - é s i m o  v e c t o r  c a n ô n i c o  de
IR^  . En v i r t u d  de l a  d e s i g u a l d a d  de C a u c h y - S c h w a r t z  es
a‘-  . [ c j l Z ' E r y '
= V r f ^  . V r - [ Z ]  (3 . 11)
P o r  c o n s i g u i e n t e  s i  se e s c r i b e  . /
« F *  ■ •  - Î % I  ■ » .  L '  •  T %  ]
se d e d u c e  que c l  s e g u n d o  sumando en e l  c o r c h e t e  e s t â  a c o t a d o  
p o r  vy.. [ i ]  [ i - y ,  a s i ,
^  '  V I F . - V I F '  , , , . , 2 )
En r e s u m e n ,  de ( 3 . 9 )  y ( 3 . 1 2 )  se s i g u e  que
VIPi.
V I I ^  é  V I I -  ; 4  (3 .13)
Segûn ( 3 . 1 3 ) ,  es i n m c d i a t o  q u e ,  V i t "  ^ V l F ^  c u a n d o
[%]  — ^  0  E s t a  c o n d i c i ô n  pu ede  o b t e n e r s o  como
c o r o l a r i o  d e l  s i g u i e n t e  t e o r e m a .
TEOREMA 3 . 1 .
S i  l y - [ % ] —► O  1 l a  no rma e u c l i d e a  de l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  
i - ] ^ y l a  m a t r i z  mxm
t i e n d e  a c e r o .
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DEMOSTRACION:
d é n o t a  l a  no r ma  e u c l i d e a  de una m a t r i z  es  f â c i l
v e r , s e g û n  ( 3 . 7 ) ,  ( 3 . 8 )  y ( 3 . 1 1 ) ,  que
c ua n d o  iy— ^2 ^  #  0  ^
Un c o m e n t a r i o  é v i d e n t e  a e s t e  r e s u l t a d o  es  q u e ,  en r e l a c i ô n  
con  ( 3 . 1 4 ) ,  l a  p e r t u r b a c i ô n  c a u s a d a  en l a  i n v e r s a  de l a  m a t r i z  
de p r o d u c t o s  c r u z a d o s  a l  aOad i  r  l a  c o l u m n a  a l a  m a t r i z  de
d i s e f t o  Z ,  es  t a n t o  menor  c u a n t o  mâs p eque f i o  sea  [%]  . E s t e
h c c h o  s e r a  p o s t e r i o r m e n t e  u t i l i z a d o  en l a s  a p l i c a c i o n e s  p r à c t i -  
c as  de e s t a  t c o r i a .
3 . 2 .  A u t o v a l o r e s  e i n d i c e s  de c o n d i c i ô n
Scan 0 4  ^1,1 ^  ^ 2 ^ 1  <  • • • • ^  X p  i <. X m, L  l o s  a u t o v a l o r e s  
de l a  m a t r i z  2  ^ • Es f â c i l  p r o b a r  que l a  m a t r i z  2 i  es  dc
r a n g o  c o m p l e t o .  En e f e c t o ,  l a  m a t r i z  Z es  de r a n g o  p y s i
<1;^ €.  C[2% , e n t o n c e s  d* *  y^ seg û n  ( 3 . 3 )  £e] =  1
P e r o  0^^ 4  i  de modo que [ % ]  ^  1 ----------y ,  p o r  c o n s i g u i e n t e ,
e l  v e c t o r  d -  no pu ed e  d e p e n d e r  1 i n e a l m e n t e  de l a s  c o l u m n a s  de 
Z con  l o  que l a  m a t r i z  2^  es  de r a n g o  p + L r m  . A s i  p u e s ,
l a  m a t r i z  2^2  ^ es d c f i n i d a  p o s i t i v a  y
Se t i e n e  un t e o r e m a  de s e p a r a c i ô n  s i m i l a r  a l  t e o r e m a  2 . 1 ;  
TEOREMA 3 . 2 .
Sea C l a  m a t r i z  o r t o g o n a l  px p  de l a  d e s c o m p o s i c i ô n  e s -  
p e c t r a l  de l a  m a t r i z  2 2 .  S i  l o s  a u t o v a l o r e s  de 2 2 s o n  t o ­
do s  d i s t i n t o s  y k j  r  C  . es  un v e c t o r  p x l  c u y o s  c o m p o n e n t e s
s on  t o d o s  d i s t i n t o s  de c e r o ,  se  t i e n e
0  C  Xj  [ <  X j  4  X  2, L 4  . . . 4  Xp <  X
DEMOSTRACION;
La t c c n i c a  de l a  d e m o s t r a c i ô n  es s i m i l a r  a l a  d je l t c o r e m a
2 . 1 . Lo s  p o l i n o m i o s  c a r a c t c r i s t i c o s  de 2 ^  2 ^  y dc  C  2 ^ 2 ^  C  
son  i d é n t i c o s ,  s i  C e s t â  d a d a  p o r
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C =
C 0  
0  1
P e r o
C 2 i ' Z ; C  ,
y a n a l o g a m e n t e  a l  t e o r e m a  2 . 1 , l a s  r a i  ces  d e l  p o l i n o m i o  c a r a c -  
t e r i s t i c o  de % 2; ,  c o i n c i d e n  c on  I s s  de l a  c c u a c i ô n
do nde  K- =(  , k(_p ]  y es  un a u t o v a l o r  g e n é r i c o  de
Una f i g u r a  s i m i l a r  a l a  f i g .  2 . 1  c o n d u c e  a l a  c o n c l u s i o n  
d e l  e n u n c i a d o .  ^
Una c o n s e c u e n c i a  i n m e d i a t a  de e s t e  t e o r e m a  es q u e ,  m e d i d a  
p o r  e l  me no r  de l o s  a u t o v a l o r e s ,  l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  de 2 ^ es 
mâs g r a v e  que l a  dc Z.  P o r  o t r o  l a d o ,  p u e d e n  c s t a b l c c e r s e  d e s ­
i g u a l d a d e s  e n t r e  l o s  i n d i c e s  de c o n d i c i ô n  de l a s  m a t r i c e s  Z y 
2 ; .  Scan
X, % Xmay . v
l k =
K . *
( k . 1 . . |>,m)
V i
î . '
Vi
( k  = 1 , p i  )
X
Usando  e l  t e o r e m a  de s e p a r a c i ô n  3 .1  es  i n m c d i a t o  que
^ k , L  ^  %  ' k x l , . - . . p i  ( 3 . 1 5 )
Tomando k  « 1 en ( 3 . 1 5 )  se d e d u c e  p a r a  e l  n umér o  de c o n d i c i ô n
^l.L < k [ z ]  < k [2.-] ( 3 . 1 6 )
Como ya o c u r r i a  en e l  c a p i t u l e  I I ,  l o s  r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  
con  e l  a u t o s i s t e m a  no son  t a n  p r é c i s é s  como l o s  o b t e n i d o s  con  
l o s  f a c t o r e s  de i n f l a c i ô n  de l a  v a r i a n z a  en e l  a p a r t a d o  3 . 1 .
No o b s t a n t e ,  pu ede  c s t a b l c c e r s e  e l  s i g u i e n t e  t e o r e m a ,  c o m p l e m e n -  
t a r i o  d e l  t e o r e m a  3 . 1 .
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TEOREMA 3 . 3 .
Cuan do  [ X i ; ,  X m ,  i ]  — *  [  > i  , . .. , X^ , i ]
do nde  ^  • i y }  i n d i c a  una  o r d e n a c i ô n  de c o o r d e n a d a s  en s e n t i ­
do c r e c i e n t e .
DEMOSTRACION;
En v i r t u d  d e l  t e o r e m a  3 . 2 ,  l a  i n v e r s a  de t i e n d e  en
norma e u c l i d e a ,  a l a  m a t r i z  ( 3 . 1 4 ) .  Lo s  a u t o v a l o r e s  de e s t a  ma­
t r i z  s on  [ ^ X j \ . . . ,  X ^ ^ ,  i  ]  y , p o r  c o n s i g u i e n t e ,  t e n i e n d o  en 
c u e n t a  l a  c o n t i n u i d a d  de l o s  a u t o v a l o r e s  c o n s i d e r a d o s  como fu n c i£  
n a l c s  de l a  m a t r i z  c o r r e s p o n d i e n t e  ( K a t o  ( 1 9 8 2 ) ,  p â g .  1 3 6 ; ,  se 
t i e n e  que
[  . • • • , -, 1  — ^  \  , X ‘ \  i ]
de do nd e  X ^ ^  , . Xy^ - ]  [ X ^  , . . , X p , i ]  p o r  t r a t a r s e  de
a u t o v a l o r e s  de m a t r i c e s  d e f i n i d a s  p o s i t i v a s . ^
De e s t e  r e s u l t a d o ,  se d e d u c e  que X)^ —*  X ^ — •  X p  y ,
p o r  c o n s i g u i e n t e ,  k k |_Z% c u a n d o  [%] —» 0 . La i m p o r -
t a n c i a  p r â c t i c a  de e s t a  c o n c l u s i o n  s e r a  e s t u d i a d a  p o s t e r i o r m e n ­
t e  .
Hay que o b s e r v e r  que e !  t e o r e m a  3 . 3  t i e n e  un i n m e d i a t o  a n â ­
l o g o  p a r a  a u t o v e c t o r e s  ( v e r  K a t o  ( 1 9 8 2 ) ,  p â g .  1 3 6 ) .
3 . 3 . 1 .  M o d u l o  de G un s t
En e s t e  a p a r t a d o  es n e c e s a r i o  c o m e n z a r  p r o b a n d o  c l  s i g u i e n -
t  e
LEMA 3 . 1 .
Scan Vj l a  m a t r i z  de p r o y e c c i ô n  s o b r e  l a  v a r i c d a d  C , 
e l  i - é s i m o  v e c t o r  c a n ô n i c o  de IR y l a  i - é s i m a  f i l a  de
l a  m a t r i z  Z  ( i  = 1 , . n j  . S i  , d o n d e  C- es  p x l ,
y = ( Y l  î. , Ym l ) '  a u t o v e c t o r  n o r m a l i z a d o  a s o c i a d o  a
X i i ,  e n t o n c e s  +  0  i m p l i c a  que i  : ^ 0
DEMOSTRACION;
*  ï " . -  '
Se t r a t a  de l l e g a r  a una c o n t r a d i c c i ô n  c u a n d o  L
« 0 Si  se po ne
6 2  -
Zi %mm,i ■ [z  1 d;] I .  Z)ft,i ♦ fm.i i^
y s c  t i c n c  en c u e n t a  que
= V j  di + I  1 - d ;  « Z c i + ( I - V / ) d i
e n t o n c e s
Z v V „ ^ ,L  ■ Z [ % . ;  -  C i ]  •  < „ ,c  [ 1 - V i l  d ;
e x p r e s i ô n  que d e p en d e  de l o s  v e c t o r e s  o r t o g o n a l e s  
Z  ■*■ ym ,i. y • Us and o  e l  t e o r e m a  de P i t â g o r a s
X.,i Z; V n . i f  -Il Z[y,,, * [ l - f ü H ]  <’•'’ )
La i d e n t i d a d  ( 3 . 1 7 )  p e r m i t e  d e d u c i r ,  en p r i m e r  l u g a r ,
X j , i  -  Y m ^ i [ l " ' ^ u W ]  > 0  de do nde  ^  0  y ,  de a q u i ,  en
s e g u n d o  l u g a r
V f U .i
\  ■ ï " » . ' -  1
l o  qu e  d e m u e s t r a  que [ C- , ~ 1 ) es un a u t o v e c t o r  de Z ^ Z i  a s o ­
c i a d o  a l  a u t o v a l o r  i  • En f o r m a  d e s a r r o l l a d a  e s t o  u l t i m o  
p u e de  e s c r i b i r s e
z'z.
i
l , L
( 3 . 1 8 )
Como V ^ d j  *  Z  C i  , s c  t i e n e
Z Z Ci * Z V2. di * Z di = Ei
'  ‘= * : ' ^ i d i  = 0 - i i W  
de modo que s u s t i t u y e n d o  en ( 3 . 1 8 )
( - [ ■ - u . i i )
l o  que  i m p l i c a  Ci  s  0  y X j  i  ;  l '  (Jü [ t ]  .
P e r o  s i  Ci = 0  es  que V ^ d i  = Z c i  *  0  l o  q u e ,  en v i r t u d
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de l a  i d e m p o t e n c i a  de l a  m a t r i z  V j  , es  é q u i v a l e n t e  a que
O -  [ % ]  5  II Vg d i  II = 0  y ,  a s u  v e z , e s t o  i m p l i c a  qu e  
p o r  s e r  una m a t r i z  d e f i n i d a  p o s i t i v a .  La  c o n d i c i ô n
Z i  % 0  es  é q u i v a l e n t e  a , s i t u a c i ô n  de r a r a  a p a r i c i ô n
p r â c t i c a .  ^
Una v e z  d e m os t  r a d o  e s t e  l e m a ,  e l  p r i n c i p a l  r e s u l t a d o  de es^ 
t e  a p a r t a d o  es  e l  s i g u i e n t e
TEOREMA 3 . 4 .
S i  0  , se t i e n e
° ^ ^ ^  ' i k ü  ^ L . i
DEMOSTRACION;
P u e s t o  que X . ,  m t n  H Z c  H , e s ,  de ( 3 . 1 7 ) ,  
c ’ c . l
l .L K v G . l t  I
y u s a n d o  e l  t e o r e m a  de s e p a r a c i ô n  3 . 2  d e l  a p a r t a d o  a n t e r i o r  se 
l l e g a  a l a  d e s i g u a l d a d  % r  t
0 < X u  <  X ,  <
l y . , x * W ‘ c r  '
La i n t e r p r e t a c i ô n  de ( 3 . 1 9 )  se f a c i l i t a ,  como o c u r r i a  c o n  
( 2  . 3 1 ) ,  s i  se pone
l*  ' '‘l.i
-  k :  ' ’ - ' ° ’
c o n  l o  c u a l  ( 3 . 1 9 )  se p u e de  e s c r i b i r
o< K. i  4 L . ( 3 . 2 1 )
La s  c a n t i d a d e s  k j   ^ y i  de ( 3 . 2 0 )  d e p e n d e n  û n i c a m e n t e  d e l  a u t o ­
s i s t e m a  de l a  m a t r i z  Z '^ Z i  y ,  en c o n  j u n t o , c om po ne n  una  c o t a  
s u p e r i o r  p a r a  e l  m ô d u l o  de G u n s t  dc  Z . S i  e s t a  c o t a  s u p e r i o r  
es  p e q u c M a , e l  m ô d u l o  X ^ ^  es  p e q u e f i o ,  y p o r  ( 3 . 1 7 ) ,  l a s  c o o  r d c -
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n a d as  d e l  v e c t o r
y  1,1 ^  G-
Il Yl.i- Ym.l GL II
i d e n t i f i c a n  una d e p e n d e n c i a  l i n e a l  a p r o x i m a d a  en 2 .  Segûn ( 3 . 2 1 ) ,  
l a  i n v c s t i g a c i ô n  de l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  es i n n e c e s a r i a  c u a n d o
, c l  m ô d u l o  dc , t e n g a  un v a l o r  c o r r e c t o .  La d e s i g u a l d a d  
( 3 . 2 1 )  no es  de u t i l i d a d  c u a n d o  . c s  p eque f i o  y l a  c o t a  s u p e ­
r i o r  t i "  k t  y  es  a l  t a .
Usando  e l  a n â l o g o , d e l  t e o r e m a  3 . 3  p a r a  a u t o v e c t o r e s ,  c u a n do  
y  min .  — v i r t u d  dc l a  e s t r u c t u r a  de ( 3 . 1 4 ) .  
Po r  c o n s i g u i e n t e ,  e l  e x t r e m o  s u p e r i o r  de ( 3 . 1 9 )  t i e n d e  a X^  ^
c ua n do  e l  p o t e n c i a l  d e c r e c e  h a c i a  c e r o .
3 . 4 .  D e s i g u a l d a d e s  de B c r k
E l  t e o r e m a  d e l  a p a r t a d o  4 . 3  es  a d a p t a b l e ,  c on  l i g e r a s  v a ­
r i a n t e s ,  a l a  m a t r i z  . Dada l a  e s t r u c t u r a  de
■ ( ?  r
l a  t c c n i c a  de l a  d e m o s t r a c i ô n  u t i l i z a d a  en 4 . 3  pu ede  u t i l i z a r s e  
p a r a  o b t e n e r
TEOREMA 3 . 5 .
Se c u m p l e
m à -x
DEMOSTRACION:------------------------------- m
La i d e a  de l a  d e m o s t r a c i ô n  es  que a l  s e r  ^  _ X^\^ ■ m  
e n t o n c e s  1 4  X ^  ; ^ ^ m .  P o r  c o n s i g u i e n t e ,
m i x  [ v i f  , 4  4  min c’ tZ-Z-,) c ^
*• J c c  = i  A l , ;
y s i n  mâs que u s a r  e l  h e c ho  dc  s e r  X m ; $ :  1  , se l l e g a  a l a
a c o t a c i ô n  i n f e r i o r .  P o r  o t r o  l a d o ,  sc  t i e n e
— L _  <  t r Ü Z . ' Z ; ] ’ * ]  = V I F  t  ^  V I F \  ;  ( 3. 22)
X i. t  y ' -
de d o n d e , mu 1 1 i p l i c a n d o  ( 3 . 2 2 )  p o r  X ^   ^ [ 4 r n ) se l l e g a  a l a  
a c o t a c i ô n  s u p e r i o r ,  ÿ
P o r  su i n t e r c s  p r â c t i c o ,  se i n c l u y e  l a  d e m o s t r a c i ô n  de un
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l em a  u t i l  en a p l i c a c i o n e s .  
LEMA 3 . 2 .
k ' U ]  <  4 — [ l . p k " [ 2 ] ]  ( ! - 2 3 )
DEMOSTRACION;
B a s t a  d e m o s t r a r  û n i c a m e n t e  l a  c o t a  s u p e r i o r .  En v i r t u d  de 
l a  d e s i g u a l d a d  de C a u c h y - S c h w a r t z  es  ;  4  V f • V i F  s e g û n
( 3 . 1 1 ) .  P u e s t o  que  V IF '"  -  ^  i  -  O'- [% ] j   ^ , se t i e n e
V T F ' - r i l  V i F - ■ 4  V i r i l ^ ^ V l F - l  = — L —  I i  +  E  V I F . I  ( 3 . 2 4 )  
p i  L j . i  I - ' ï ' . l U !  L  j = i  M
A p 1 i c a n d o  c l  t e o r e m a  de B e r k  a l a  m a t r i z  de c o r r e l a c i ô n  C = - Z  Z  
c s  2 — V l F :  ^  b m a x  V Î F -  4  p k ^ L Z l  de d o n de  s i g u i e n d o  en  ( 3 . 2 4 )
f * p
Usando  e l  t e o r e m a  a n t e r i o r  y ( 3 . 2 5 )  e s ,  f i n a l m e n t e .
3 . 5 .  A p l i c a c i o n e s :  d e t e c c i ô n  s i m u l t â n e a  dc c o l i n e a 1 i d a d  v 
p o t e n c i a l
L o s  r e s u l t a d o s  de l o s  a p a r t a d o s  a n t e r i o r c s , p e r m i t e n  e s t a ­
b l e c e r  un m e t o d o  de a n â l i s i s  c o m b i n a d o  de c o l i n e a l i d a d  y 
" l e v e r a g e " .  E l  m e t o d o  p o d r â  e s q u c m a t i z a r s e  en l a s  dos  e t a p a s  s i -  
g u i e n t e s :
i )  A s o c i a d o  a c a d a  c a s o  i ,  se c a l c u l a  l a  m a g n i t u d  V I F  de 
( 3 . 1 0 ) .  S i  V I F  es  a l t o ,  l a  f i l a  i - c s i m a  de l a  m a t r i z  dc  d i  -  
seô o  cs  e x t r e m a .  T e n i e n d o  en c u e n t a  que un p u n t o  de c o r  t e  p a r a  
0 "'^%  es Or^C£î  ^ ’ un p u n t o  de c o r  t e  p a r a  V l F ^  p u e d e  s e r
> IT T T p T T
Cuando l a  d i m e n s i o n  d e l  p r o b l e m a  es b a j a  ( m  p e q u e f i o )  c l  c â l c u -  
l o  de l as  n c a n t i d a d e s  VlF'’ p o d r i a  e j e c u t a r -
66  -
s c  o m p I c a n d o  p o r  c j c m p l o  s u b ru tin a s  d e l  p a q u c t c  do p r o g r a m a s
I M S L  .
i i )  Sea i ,  t a l  que m t n  V I F %  V I T  "  . En v i r t u d  de l o s
t e o r e m a s  3 . 1  y 3 . 3 ,  s i  [ z ]  ^  0  o , e q u i  v a l e n t e m e n t e ,
V I F ' ’* '%  i  l o s  d i a g n ô s t i c o s  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  en 
s on  b u e n a s  a p r o x i m a c i o n e s  de l o s  d i a g n ô s t i c o s  de m u l t i c o l i n e a -  
dad en 2.  Z  • P o r  c o n s i g u i e n t e ,  l a  i n f o r m a c i ô n  d e d u c i d a  do 
l a s  c a n t i d a d e s  ( ^ = 1 , . . . , ^ ) ,  X y es  s u -
f i c i e n t e  p a r a  e l  a n â l i s i s  de m u l t i c o l i n e a l i d d  en Z .  C uando
[ z ]  no s ea  s u f i c i e n t e m e n t e  p e q u e f i o ,  l a s  e x p r e s i o n e s  ( 3 . 9 )  
y l a s  d e s i g u a l d a d e s  ( 3 . 1 3 ) ,  ( 3 . 1 9 )  y ( 3 . 2  ) p u e de n  s e r  de u t i ­
l i d a d ,  a p l i c a d a s  en i = i ,  .
3 . 6 .  E i e m p l o
Là t e o r i a  de e s t e  a p a r t a d o  pu ed e  i l u s t r a r s e  c on  un e j e m p l o  
muy c o n o c i d o  que ha s i d o  a n a l i z a d o  p o r  C o o k - U c i s b e r g  ( 1 9 6 2 ) ,  
W e i s b e r g  ( 1 9 8 5 )  y Cook ( 1 9 8 6 ) ,  e n t r e  o t r o s .  Se t r a t a  de un mo­
d e l o  •♦ ■•••*• j i j X j t ’ Ê  s o b r e  n = 19 r a t a s  y c on  v a ­
r i a b l e s
Y :  P o r c e n t a j e  r c t e n i d o  de una d o s i s  de c i e r t a  d r o g a  en  e l  
h i g a d o .
= p e s o  de l a  r a t a  ( g . )
* 1 = p e s o  d e l  h i g a d o  ( g . )
= d o s i s  r e l a t i v a  de d r o g a  a d m i n i s t r a d a .
L o s  d a t o s  a p a r e c e n  r e c o g i d o s  en  l a  t a b l a  3 . 1 .
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Y ’‘ l * 2 * 3
0 . 4 2 176 6 . 5 0 . 8 8
0 . 2 5 176 9 . 5 0 . 8 8
0 . 5 6 190 9 . 0 1 . 0 0
0 . 2 3 176 8 . 9 0 . 8 8
0 . 2 3 2 0 0 7 . 2 1 . 0 0
0 . 3 2 167 8 . 9 0 . 8 3
0 . 3 7 188 8 . 0 0 . 9 4
0 . 4 1 195 1 0 . 0 0 . 9 8
0 . 3 3 176 8 . 0 0 . 8 8
0 . 3 8 165 7 . 9 0 . 8 4
0 . 2 7 158 6 . 9 0 . 8 0
0 . 3 6 148 7 . 3 0 . 7 4
0 . 2 1 149 5 . 2 0 . 7 5
0 . 2 8 163 8 . 4 0 . 8 1
0 . 3 4 170 7 . 2 0 . 8 5 n =
0 . 2 8 186 6 . 8 0 . 9 4 P =
0 . 3 0 146 7 . 3 0 . 7 3 m =
0 . 3 7 181 9 . 0 0 . 9 0
0 . 4 6 149 6 . 4 0 . 7 5
TABLA 3 . 1 .
P a r a  e s t e  m o d è l e  e x i s t e  une m u l t i c o l i n e a l i d a d  e s t r u c t u r a l  p o r q u e  
una de l a s  r e g l a s  b a j o  l a s  qu e  se r e a l i z e  e l  e x p é r i m e n t e  es
4 0  mg
1000
es  d c c i r ,  l a  d o s i s  a d m i n i s t r a d a  es  AO mg . de d r e g a  p e r  K g .  de  p e ­
so  c o r p o r a l .  E s t e  se c o n f i r m a  p l e n a m e n t e  p o r  l a  m a t r i z  de c o r r e -  
l a c i o n c s  m u e s t r a l e s
1
0 . 5 1
0 .4 a 1
Es de d e s t a c a r  q u e ,  en l e s  c s t u d i o s  a n t e r i o r e s , e s t a  c u e s t i o n  no 
ha s i d e  a n a l i z a d a .  Ademâs ,  en e s t e  e j e m p l o  ha y  un c a s e ,  e l  n û m c -
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r o  3 ,  que  con  Qr- = 0 . 0 5 ,  es  i n f l u y e n t e  y d i s t o r s i o n s  1 os r e -  
s u l t a d o s  d e l  a n é l i s i s  m i n i m o - c u a d r à t i c o . Ambos p r o b l c m a s ,  m u l ­
t i c o l i n e a l i d a d  y p o t e n c i a l ,  p u e d e n  e s t u d i a r s e  con  1 os  m é t o d o s  
de e s t e  a p a r t a d o .
I  Z 3  ^ 5 *  7 » 1 10 11 JJ 13 15 16 «7 <1 11
Index plot de V i f ' '
F i g .  3 . 1 .
La f i g u r a  3 .1  es un " i n d e x  p l o t "  de l o s  VIV . 5c d é t e c t a  
i n m e d i a t a m e n t e  como d e s t a c a d o  e l  c a s o  n umér o  3 c on  VIF = 4 . 9 5 9 .  
Una i n f o r m a c i ô n  de i n t e r é s  en l o  que s i g u e  es que TTitn VIF*’ =
= VIF ^ = 1 , 0 1  5 . ( O-,,, [ î ]  = 0  . D1 4 ) . *■
La t a b l a  3 . 2  a )  r e c o g e  l o s  f a c t o r e s  de i n f l a c i ô n  de l a  v a -
r i a n z a  p a r a  2 ^ a s i  como e l  nu mé ro  de c o n d i c i ô n  a l  c u a d r a d o
de e s t a  m a t r i z .  Po r  su p a r t e ,  l a  t a b l a  3 . 2 . b )  h ac e  l o  p r o p i o  con
l o s  p a s o s  i n t e r m c d i o s  n c c c s a r i o s  p a r a  c i  c a l c u l e  de l a  d c s i g u a l -  
dad ( 3 . 1 9 ) .
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<•0 K* f z ,  7
9 51 . 3974 1 . 3 35 3  5 0 . 6 6 4 240. 61 1
T a b l a  2 . 2 . a)
L, ^ . 4 l l r «
9 0 . 0 09 3 0 . 0 : : ' " 3 0.9-772
T a b l a  3 .2 . b, i
Como [ 2^1 % 0 ,  c l  t e o r e m a  3 . 1  g a r a n t i z a  que
^  V IF ^  1 , 2 , S )  . La t a b l a  3 . 2 . a )  i d e n t i f i c a  i n m e d i a t a ­
m e n t e  como c o l i n e a l e s  l a s  v a r i a b l e s  Xj  y Xj  . D e l  m i smo  m o do ,  
e l  t e o r e m a  3 . 3  i m p l i e s  que ^  % . No o b s t a n t e ,  e l  m c t o d o
de l a  d e s i g u a l d a d  ( 3 . 1 9 )  p e r m i t c  d e d u c i r  que 
X l  6 .(0 .0 0 9 # ,0 .0 0 9 9 ] 
l o  que  i m p l i e s  que Xj  ^ es  p e q u e f l o .  E l  v e c t o r  de m u l t i c o l i n e a l i -  
' { i  ♦ Yn q
dad --------— ------- L_1J— 2------- es ( 0 . 7 0 9 5 ,  - 0 . 0 0 9 5 ,  - 0 . 7 0 4 7  ) l o  qu e
Il  ^Ym.q 1
i n d i c a  que hay  una d e p c n d e n c i a  l i n e a l  a p r o x i m a d a  e n t r e  Xj  y 
X j • Es de d e s t a c a r  l a  g r a n  p r e c i s i o n  de l o s  r e s u l t a d o s  o b t e n i -  
dos  m e d i a n t e  l a s  a p r o x i m a c i o n e s  de e s t a  s c c c i ô n .
F i n a l m c n t e ,  l a  t a b l a  3 . 3  t i e n c  e l  i n t e r é s  de c o m p r o b a r  l o  
o b t e n i d o  con  l a s  t é c n i c a s  c l â s i c a s  de i n v e s t i g a c i ô n  de m u l t i c o ­
l i n e a l i d a d .
V I F - Xj ^ r  0 . 0 0 9 9
’‘ l 51 . 0 0 - 0  . 70 95
* 2
1 . 3 3 5 6 - 0 . 0 0 9 5 \(} [ l ]  = 236 . 8 8
* 3 5 0 . 3 3 5 6 - 0  . 7 0 4 7
TABLA 3 . 3 .
3 . 7 .  D c s a r r o l l o s  s i n  t i p i f i c a r  l o s  d a t o s
Lo s  d é s a r r o i l o s  de e s t a  s c c c i ô n  se p u e d e n  c F e e t u a r  s i n  nccc- 
s idad  de t i p i f i c a r  l a s  v a r i a b l e s  r e g r c s o r a s  u t i l i z a n d o  l a  ma­
t r i z
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( 3 . 2 6 )
do o r d e n  En g e n e r a l ,  l o s  r e s u l t a d o s  que se o b t i e n e n
son s i m i l a r e s  a l o s  de l a  m a t r i z  2 -  ^ d e s de  un p u n t o  de v i s t a  
f o r m a l  a u n q u o ,  no o b s t a n t e ,  e l  s i g n i  f  i c a d o  de l o s  mi smos pueda 
s e r  b a s t a n t e  d i s c u t i b l e . .  La a u s e n c i a  de t i p i f i c a c i ô n  i m p l i c a  
l a  i n e x i s t e n c i a  de un ma r co  comûn de e s c a l a s  en l a s  c o l u m n a s  de 
l a  m a t r i z  y , p o r  c o n s i g u i e n t e , no es  muy c o r r e c t e  h a b l a r
de m a l a  c o n d i c i ô n  a l  c o n t r a r i o  que en ( 3 . 1 )  de sd e  l a s
c o l u m n a s  son  t o d a s  de l o n g i t u d  u n i t a r i a .
S i n  e m b a r g o ,  l a  m a t r i z  [ X j - ) c o n t i e n e  i n f o r m a c i ô n
i n t e r e s a n t c .  Usando e l  r e s u l t a d o  de i n v e r s i ô n  u s u a l  se s i g u e  que
f ;
( 3 . 2 7 )
Po r  c o n s i g u i e n t e ,  l a  i n v e r s a  de X^ p e r m i t e  d c d u c i r :
i )  En n o t a c i ô n  o b v i a ,  VIF = ----   y de a q u i  c l  v a l o r  de
1  - '=■(1l a  d i s t a n c i a  .
i i )  Ademâs
V I F , ;  .  V I F ^ , ,  .  V IF ^  . ( 3 . 2 8 )
=  1. , %
donde  s ( X X ) x ^  . Segûn ( 3 . 2 8 )  l o s
p r i m e r o s  e l c m e n t o s  d i a g o n a l e s  de l a  m a t r i z  ( X^ ] son  l o s
tn f a c t o r e s  de i n f l a c i ô n  de l a  v a r i a n z a  c a l c u l a d o s  e l i m i n a n d o  c l  
c a s o  i - c s i m o  d e l  a n â l i s i s .
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i l l )  La p a r t e  no a l e a t o r i a  d e l  c a m b i o
^  ■ ( L=  l ' Z . -  , "  )
en l o s  m  p r i m c r o s  e l c m e n t o s  de l a  u l t i m a  c o l u m n a  de ( Vj_]
F i n a l m c n t e ,  l a  m a g n i t u d  17;  ^ p o d r â  i n t e r p r e t a r s e  como un a  
d i s t a n c i a  de a l a  v a r i e d a d  e n g e n d r a d a  p o r  l a s  c o l u m n a s  de
l a  m a t r i z  X . Una d i f e r e n c i a  i m p o r t a n t e  c o n  ( 3 . 3 )  es q u e ,  en 
l a  r e p r e s e n t a c i ô n , c on  n o t a c i ô n  é v i d e n t e
11 <i - - X ^ t  11 = 1
pu ede  d a r s e ,  a l  menos  en t e o r i a ,  l a  s i t u a c i ô n  V -  = i  . P o r  
t a n t o ,  l a  m a t r i z  pu ed e  no s e r  de r a n g o  c o m p l e t o  a l  c o n t r a ­
r i o  que 2-1 que s i e m p r e  l o  e s .  S i  = 1 , £  C y no
es d i f i c i l  p r o b a r  que = 0  . A demâs ,  s i  d '  £  C  [^X } y l a  ma­
t r i z  X es  de r a n g o  c o m p l e t o ,  e x i s t e  una r e p a r a m e t r i z a c i ô n  d e l  
m o d e l o  t a l  que X  & r  ^ 2. X*- * ' *  Y? l o  que i n d i c a  qu e
hay  un un i c o  p a r â m e t r o  d e d i c a d o  a un û n i c o  c a s o .  Como s e h a l a n  
Cook y W c i s b c r g  ( 1 9 8 2 ) ,  t a l  s i t u a c i ô n  es  de r a r a  a p a r i c i ô n  en 
l a  p r â c t i c a .
A.  LAS MATRICES Z *  ( i  = 1 , 2  n)
Los  r e s u l t a d o s  d e l  a p a r t a d o  3 t i e n e n  una e x t e n s i ô n  n a t u r a l  
a l a  d e t e c c i ô n  s i m u l t â n e a  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  y c a s o s  i n f l u y e n -  
t e s  u s a n d o  t é c n i c a s  de a n â l i s i s  de c o n d i c i ô n  en l a  m a t r i z
4" - [ 2 ' 1 **0
de ( 3 . A ) .  A l  e f c c t u a r  un d e s a r r o l l o  p a r a l e l o  a l  d e l  a p a r t a d o  3 ,  
se han de o b t e n e z , p o r  f u e r z a ,  m é t o d o s  de e s t u d i o  s i m u l t â n e o  d e l  
" l e v e r a g e  a m p l i a d o "  y de l a  c o n d i c i ô n  de l a  m a t r i z
P u c s t o  q u e ,  s e g ûn  e l  c a p i t u l o  I I ,  e s t a  u l t i m a  e s t â  r e l a c i o n a d a  
con  l a  c o n d i c i ô n  de Z l a s  t é c n i c a s  de a n â l i s i s  de c o n d i c i ô n  
a p l i c a d a s  s o b r e  c l  c o n j u n t o  de l o s  ( I  = 1 , . . . , n j  p r o p o r c i o n a n
i n f o r m a c i ô n  p a r a  l a  d e t e c c i ô n  c o n j u n t a  de c a s o s  i n f l u y e n t e s  y 
m u l t i c o l i n e a l i d a d .
A . 1 . La i n v e r s a  de z.L
Los  r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  de i n v e r t i r  Z *  H *  s on  i n t e r e -  
s a n t e s  y m c r e c e n  s e r  e s t u d i a d o s  en d e t a l l e .
Sea u i  , ■ ■ , f ' ]  f i j o .  La e x p r e s i ô n  de l a  m a t r i z
r z ;  es
z; z ; =
d o nde  3^* =   ^ , y. es l a  i - é s i m a  f i l a  de l a  m a t r i z  Z  .
Us and o  l a  t é c n i c a  de i n v e r s i o n  de una m a t r i z  en c a j a s ,  se t i e n e :
( Z7' 2 ’
- l
' « -l"l \
[Z * r -a ,-v '] - a . ( 3 . 2 9 )
-  a * ' 1
1 - [ ü ]  /
donde CL. a --------    ( 7 * ' 3.-’*^  • I n t e r e s a n  l a s  e x p r e s i o n e s
e x p l i c i t a s  d e l  v e c t o r  ÛL* y de l a  s u b m a t r i z  p r i n c i p a l  m x m  en 
( 3 . 2 9 )  :
a ) E x p r e s i ô n  e x p l i c i t a  de 0.L
Segûn se o b t u v o  en ( 2 . 5 ) ,  l a  i n v e r s a  de Z *  Z '
5,
Kv'r\ - L
( z ' z r ^ 5C£
7
5CE.
S û t
_±Y_= ____
s e l  /
De a q u i ,  e l  v e c t o r  m x i  ( Z.* E " )  2 *  es
i r 'z T S ; *  =
F i n a l m c n t e  t c n i e n d o  en c u e n t a  que
S  ^y. -  2-: 01 ,  y, - y -  2^  ,  e-
l a  e x p r e s i ô n  e x p l i c i t a  d e l  v e c t o r  ft.*  es
/  ( z ’z V X -L
1 - L*1
:
SCk. ( 3 . 3 0 )
\  SCL ^
7 3  -
Segûn  ( 3 . 3 0 )  
OL
V ■ - r W  t - w M
H a c i e n d o  l a s  p e r t i n e n t e s  o p e r a c i o n e s  no es d i f i c i l  v e r  qu e
c m.  i
-
d o n d e ,  en ( 3 . 3 1 ) ,  - = I i  ’  W )  2 . '  ^ e-
c o n  c m - =  U - 1 )  ( î  -  i u )  1 = ( n - l  ]
‘ 1 - 0 -;:
( 3 . 3 1 )
en a n a l o g i e
P o r  o t r o  1 a d o , t a m b i é n  de ( 3 . 3 0 ) ,  es  
.  1 « i  .
S, SCL
1
n M
( n - m 1 Vz
( 3 . 3 2 ;
do nde
i s c t j V z
i  -
r i M  -
fi(
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m c n t e  g r a n d e ,  es  % y ,  a s i ,  un " o u t l i e r "  t i e n d e  a p r o ­
du c  i  r  un Yi  [ % ]  g r a n d e .
De ( 3 . 3 1 ) ,  ( 3 . 3 2 )  y ( 3 . 3 3 )  un c a s o  i n f l u y e n t e ,  de p a r  e x ­
t r e m e  ( 'T- [ z ]  , [ l ]  j  ha de p r o v o c a r  v a l o r e s  a l t o s  en l a s
c o o r d e n a d a s  d e l  v e c t o r  Q.^ = ( ^ a ^ t  , f t  m , i  ) .
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A s i  p u e s ,  l a  i n v e r s a  ( 3 . 2 9 )  queda  t o t a l m e n t e  d e t e r m i n a d a  con 
l a s  f o r m u l a s  ( 3 . 3 0 )  y ( 3 . 3 4 )  j u n t o  con  e l  r e s u l t a d o  de i n v e r ­
s i ô n  ( 2 . 5 ) .
4 . 2 .  D i a q n ô s t i c o s  de c o n d i c i ô n  en E;  ( v = i , , n)
4 . 2 . 1  . f a c t o r e s  de i n f l a c i ô n  de l a  v a r i a n z a
P a r a  f i j a r  l a  n o t a c i ô n ,  se d e n o t a r â n  V I F -  - ( L « 1 ,  P %
■2 > V "l o s  p  p r i m e r o s  e l e m e n t o s  d i a g o n a l e s  de l a  m a t r i z  ( I ,
V l F ^   ^ e l  m - s i m o  y V i l  e l  n \ + 1 y e l  u l t i m o .  C o n v i e n s  d i -
v i d i r  e l  a n â l i s i s  en t r è s  p a r t e s  d i f e r e n c i a d a s  ,
A n â l i s i s  de l o s  VÎF j . , v  ( >--  L  - , P )
Segûn ( 3 . 3 2 )  y ( 3 . 3 3 ) ,  se t i e n c  
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donde  es e l  j - é s i m o  v e c t o r  c a n ô n i c o  de
( 3 . 3 5 )  se c o m p l é t a  con  l a  f ô r m u l a  ( 2 . 7 )  p a r a  c o n c l u i r  
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La f ô r m u l a  ( 3 . 3 6 )  i n d i c a  que v a l o r e s  a l t o s  de Vil- ^  p r o v o c a n  
m a l a  c o n d i c i ô n  en l a  m a tr iz  r e f i e j a d a  en l o s  .
s e t  ‘
3.36)
D e l  p r o c e s o  de o r t o g o n a 1 i z a c i ô n , es  f â c i l  d c d u c i r  que 
V - ,  = 1- de donde
v;
1
e i
SC€
( 3 . 3 7 )
y de a q u i
\  1 à
m
s e e
6 l
SCL
e:
1
5C£
SC£
[* ] ]
1- ^ ______
SCb [  i  -  a,, L ^ i]
n-m
1
set
( 3 . 3 8  )
set
■5 -
Oe ( 3 . 3 8 )  y ( 3 . 3 3 ) ,  un " o u t l i e r " ,  m e d i d o  p o r  [ Z ]  , t i e n d e  a 
p r o d u c i r  un V I F ^   ^ a l t o .  E l  c o r c h e t e  de ( 3 . 3 8 )  es  do d i f i c i l
i n t e r p r e t a c i ô n .
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( 3 . 3 9 )  d e m u c s t r a  que v i r  es  g r a n d e  s i  c l  c a s o  i - e s i m o  es
" o u t l i e r "  o s i  VIF es g r a n d e  (o  ambas cosas a l a  v e z ) .
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e x p r e s i ô n  que i n f o r m a  d i r e c t a m e n t e  de l a  i n f l u c n c i a  d e l  c a s o
i - é s i m o  m e d i d a  p o r  0^7 ]  .
Un i n t e r é s  a d i c i o n a l  de l o s  f a c t o r e s  de i n f l a c i ô n  de l a  
v a r i a n z a  en l a  m a t r i z  a m p l i a d a  es  c o n s e c u e n c i a  d e l  s i g u i e n t e  
r e s u l t a d o :
LEMA 3 . 3 .
Sea A una m a t r i z  S A S d e f i n i d a  p o s i t i v a .  S i  Ai = ( ^
i = 1, S k,= 1, • • S es
i v i  M a , / ' K l ) " '  r .i:  "-, s
DEMOSTRACION
B a s t a  o b s c r v a r  que d o n d e  y son
l o s  v e c t o r e s  c a n ô n i c o s  c o r r e s p o n d i e n t e s , y a p l i c a r  l a  d e s i g u a l ­
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do nde  ^p ,w = ( ]  • De ( 3 . 4 1 )  p u ede  c o n c l u i r s e  que
un c a s o  i n f l u y e n t e ,  de v a l o r  a n o m a l o  en a l g u n a  de l a s  c o o r d e n a d a s  
( ^LL I ) t i e n d c  a p r o v o c a r  m a l a  c o n d i c i ô n  en l a  m a t r i z
£*  a l  p r o v o c a r  v a l o r e s  a l t o s  en l a s  c o o r d e n a d a s  de d "  s eg ûn  se 
d e d u c e  de ( 3 . 3 1 )  y ( 3 . 3 2 ) .
F i n a l m e n t e , es v é l i d o  e l  a n â l o g o  d e l  t e o r e m a  3 . 1  que se 
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4 . 2 . 2 . a)  A u t o v a l o r e s  e i n d i c e s  de c o n d i c i ô n
Scan 0  4  X j  4  ^2,1  ^  4  X m .i. 4  i  l o s  a u t o v a l o ­
r e s  de l a  m a t r i z  2 *  • Us and o  t é c n i c a s  de d e m o s t r a c i ô n  ya
c o n o c i d a s , pu ed e  e s t a b l e c e r s e  c l  t e o r e m a  de s e p a r a c i ô n  e n t r e  e s ­
t e s  a u t o v a l o r e s  y l o s  de 2 Z
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S i  =. C a /  es  un v e c t o r  mx l  c u y a s  c o o r d e n a d a s  son 
t o d a s  d i s t i n t a s  de c e r o  y l o s  a u t o v a l o r e s  de 2  Z  s on  t o d o s  
d i s t i n t o s  e n t r e  s i ,  e n t o n c e s  c o n  p r o b a b i 1 i d a d  uno se c u m p l e
0  < 4  Â* 4  A z * <  ■ . . < X,^ <  X%U,L  ( 3 . 4 3 )
De ( 3 . 4 3 )  p u e de n  d e d u c i r s e  l a s  r e l a c i o n e s  c o r r e s p o n d i e n t e s  
e n t r e  l o s  i n d i c e s  de c o n d i c i ô n  de l a  m a t r i z  2; . Scan
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Tomando k r  1 cn  ( 3 . 4 4 )  se o b t i e n e  p a r a  c l  n u m é r o  de c o n d i c i ô n
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En a n a l o g i a  c on  c l  t e o r e m a  3 . 3  p u c d e  e s t a b l e c e r s e  e l  s i ­
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4 . 2 . 2 . e )  D e s i q u a l d a d c s  de B e r k
No es d i f i c i l  p r o b a r ,  b a s â n d o s e  en l a  t é c n i c a  de d e m o s t r a ­
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Una p r i m e r a  c o n s e c u e n c i a  i n m e d i a t a  de ( 3 . 4 8 )  es  que 
^ I  -  4  ^  de modo que c a s o s  i n f  l u y e n t e s  t i c n d e n
a p r o v o c a r  m a l a  c o n d i c i ô n  en .
Segûn l a  d e s i g u a l d a d  de C a u c h y - S c h w a r t z  es
V I F *  , N / I î ^   ^ ^  -  d i r e c t a m e n t e  de ( 3 . 3 4 )  y ,  p o r
c o n s i g u i e n t e ,
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de m a ne ra  q u e ,  c o n t i n u a n d o  en ( 3 . 4 9 ) ,  se t i e n e
[ z * ]  4  ( m- t  1 ) V I F *  [  i  "  m  k "  [ Z * ]  ~\ ( 3 . 5 0 )
U n i e n d o  ( 3 . 4 5 )  y ( 3 . 5 0 )  se l l e g a  a l  s i g u i e n t e  r e s u l t a d o  
LEMA 3 . 3 .
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4 . 3 .  D e t e c c i ô n  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  y c a s o s  i n f l u y e n t c s
E l  m é t o d o  que se d e d u c e  d e l  a p a r t a d o  4 . 2 .  de d e t e c c i ô n  s i ­
m u l t â n e a  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  y c a s o s  i n f l u y e n t e s  p u e d e  e x p r e -  
s a r s e  de a c u e r d o  c on  l a s  s i g u i e n t e s  e t a p a s :
i )  E s t u d i a r ,  en p r i m e r  l u g a r ,  l a  c o l u m n a  V i f  ( i  - 1 , , " )
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( m e d i a n t e ,  p .  e j e m p l o ,  un " i n d e x  p l o t " ) .  P u e a t o  que de ( 3 . 3 7 )
se t i e n e  a - " [ i l  = ^ î ^ l l  ^  s e g û n  ( 3 . 4 0 )  ,
VIF c r e c e  c o n  l a s  c o o r d e n a d a s  d e l  b l o q u e  ( £ l ]  i L ^ l  ) •
P o r  c o n s i g u i e n t e ,  l o s  c a s o s  i n f l u y e n t c s  se d e s t a c a r à n  como p u n -  
t o s  a n â m a l o s  en un ' i n d e x  p l o t "  de l o s  VIF*" .
i i )  Como c o m p l e m e n t o  a l  " i n d e x  p l o t "  de l o s  VîF " , c l  s i ­
g u i e n t e  p a s o  c s  d i s t i n g u i r  s i  l a  i n f l u c n c i a  d e l  c a s o
3  s ( , y . )  se  debe  a que es  e x t r e m e  o a que  y.  es
" o u t l i e r " .  P a r a  e l l o ,  o b s c r v e s e ,  en p r i m e r  l u g a r , que de ( 3 . 3 8 )  
se t i e n e
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y en s c g u n d o  l u g a r ,  de ( 3 . 4 0 )  y ( 3 . 3 7 ) ,  
1VIF* '
Segûn ( 3 . 5 3 )
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V i l -  c
Las  e x p r e s i o n e s  ( 3 . 5 2 )  y ( 3 . 5 3 )  d e p e n d c n  de i n f o r m a c i ô n  d e -
d u c i d a  de l a  i n v e r s a  ( 3 . 2 9 )  y d e l  e s t a d i s t i c o  V i f  ^  q u e ,  s e ­
gûn l a  f ô r m u l a  ( 2 . 8 ) ,  p u ede  d e d u c i r s e  de l a  t a b l a  de a n â l i s i s  de 
l a  v a r i a n z a  d e l  m o d e l o .  Un " i n d e x  p l o t "  de ( 3 . 5 1 )  d é t e c t a  l a s  
r c s p u e s t a s  a n ô m a l a s  m i e n t r a s  que e l  " i n d e x  p l o t "  a n â l o g o  de 
VIF d é t e c t a  l o s  p u n t o s  e x t r e m e s .
i i i )  Sea l ,  t a l  que  V IF ~ mtn V i f  . En v i r t u d  de l o s  
r e s u l t a d o s  d e l  a p a r t a d o  4 . 2 ,  s i  vy : *  L ^ l % û . l o s  d i a g n ô s t i c o s  
de m u l t i c o l i n e a l i d a d  de 2- '  2L,  c s t â n  p r ô x i m a s  a l o s  de
i .  c. . L a s  t é c n i c a s  d e l  C a p i t u l o  I I ,  p u e d e n  u t i l i z a r s e  p a r a
d c t e c t a r  l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  cn  Z.
4 . 4 .  E j e m p l o
La m e t o d o l o g i a  c o m p l é t a  b a s a d a  cn  l a s  m a t r i c e s  2 *
p u ede  a p l i c a r s c  a l  e j e m p l o  t r a t a d o  c n  3 . 6 .
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La f i g u r a  3 . 2  es un " i n d e x  p l o t "  de l o s  VIF*' ( L = 1 , . , n ]
Se d é t e c t a  i n m e d i a t a m e n t e  e l  c a s o  3 como p u n t o  d e s t a c a d o .  La f i ­
g u r a  3 . 3 .  no i n d i c a  nada a n o r m a l  p o r  l o  q u e ,  v o l v i e n d o  a l a  f i ­
g u r a  3 . 1 ,  l a  p e c u l i a r i d a d  d e l  c a s o  3 es  que e s t â  a l e j a d o
d e l  c e n t  r o  de l o s  d a t o s .
De n u c v o , m m  V I F ^ "  _ V I F ^  = 1 . 0 1 6  ( 0 " ^  [%] = 0 , 0 1 6 ) .
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La t a b l a  3 . 4 . a)  c o n t i o n c  l o s  v a l o r e s  de ^  x i ,2,3 )
y P o r  su p a r t e ,  l a  t a b l a  3 . 4 . b )  c o n t i e n e  l o s  p a s o s
n c c c s a r i o s  p a r a  e l  c à l c u l o  de l a  c o t a  ( 3 . 4 7 )
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V a o l a  3 4 . 3 ,
Como 0" !^  ^ ^  0 ,  c l  t e o r e m a  3 . 6  p e r m i t e  a s e g u r a r  que
V I F df V I F j *  ( j , *  1 , 2 , 3 ]  c on  l o  que l o s  r e s u l t a d o s  de 3 . 4 . a )  
i d e n t i f i c a n  una m u l t i c o l i n e a l i d a d  muy s e v e r a  en Z *  . P o r  o t r o  
l a d o ,  e l  m c t o d o  de l a  c o t a  ( 2 . 2 8 )  p e r m i t e  a s e g u r a r  que
X j  £  ( 0 . 0 0 6 6  , O.J067J
con  l o  c u a l  % 0 . 0 0 6 6 ,  F i n a l m e n t e , c l  t e o r e m a  3 . 8  g a r a n t i r a  
qu e  U % k ^  de m a n e r a  que k^  %  3 6 3 . 7 9
Una vez  d e t e c t a d a  l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  en 2 * ,  e l  s i g u i e n -  
t o  p a s o  es e s t u d i a r  l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  en Z u s a n d o  l a s  t é c ­
n i c a s  d e l  c a p i t u l o  I I .  En e s t e  e j e m p l o ,  no es  n e c e s a r i o  c a l c u l a r  
l o s  d i a g n ô s t i c o s  de Z *  p u e s t o , que^ a l  s e r  (7^^ ^  0  p u c d e
g a r a n t  i z a r s e  que ^ ^   ^ j  ]  Y Que e l  a u t o s i s t e m a
de 2 ^  e s t â  p r ô x i m o  a l  dej  [2**2*) ' ^  \ .  La t a b l a  3 . 5 . a )  r e c o ­
ge l a  a p r o x i m a c i ô n  a l a  i n v e r s a  de ^ ' 2 *Z*y l a  3 .  5 .  b ) l a  a p r o -  
x i m a c i ô n  a Xj *  y Y m t n  Y l o s  demâs a u t o v a l o r e s  de Z *  H *  •
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T a b l a  3 . 5 . b )
A p a r t i r  de a q u i  se  p r o c é d é  como en e l  e j e m p l o  d e l  C a p i t u ­
l o  I I .  S i g u i e n d o  e l  c r i t e r i o  de ( 2 . 1 1 ) ,
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î *
se  d e d u c e  que V I F ^  % y V i F j  %  5 1  l o  que i d e n t i f i c a  s e r i e s  
p r o b l è m e s  do m u l t i c o l i n e a l i d a d  r e l a c i o n a d o s  c on  l a s  v a r i a b l e s  
Xj  y Xj  .
E l  c â l c u l o  de l a  d e s i g u a l d a d  ( 2 . 3 1 )  i n f o r m a  que 
6  ( 0 . 0 0 6 6 , 0 . 0 0 9 9 }
l o  qu e  i m p l i c a  que es pe queRo  ( d e  h e c h o ,  s e g û n  l a  t a b l a  3 . 3
es A j = 0 . 0 0 9 9  ) .  O b s c r v e s e  q u e ,  en e s t e  p r o b l e m s ,  a l  c o n t r a r i o  
de l o  que o c u r r i a  en e l  c a p i t u l o  I I ,  l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  a s o c i a -  
da a Aj *  es no p r e d i c t i v a  y l a  d e s i g u a l d a d  ( 2 . 3 1 )  r é s u l t a  de 
u t i l i d a d .  F i n a l m e n t e , e l  v e c t o r  de m u l t i c o l i n e a l i d a d
Y i "  *  ‘ A ,  Ym*
— --------------   1-------  es  ( - 0 . 7 1 8 0 ;  0 . 0 0 9 5 ;  Q. 7044 ) que i d e n t i f i c a
HYiV * A j «II
una d e p e n d e n c i a  l i n e a l  a p r o x i m a d a  e n t r e  y . La s  c o t a s
que se  o b t i e n e n  como c o n s e c u e n c i a  de 1 t e o r e m a  de s e p a r a c i ô n  2 . 1  
son
1 .211 4  k  [ z ]  <  1 9 . 2 0 4
1 <  <  1 . 5 6 9
que t a m p o c o  a q u i  son  de e s p e c i a l  i n t e r é s .
La s  t a b l a s  3 . 6 . a )  y 3 . 6  . b ) c o n t  i e n e n  l a  i n v e r s a  de 2 * 2 * *  
y su a u t o s i s t e m a .  Es de d e s t a c a r  l a  p r o x i m i d a d  a l a s  t a b l a s
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5.  a ) y 5 . 5 . b )  , r e s p e c t i v a m e n t e .
7 4 . 8 4 5 6  - 2 . 2 0 7 6  - 7 4 . 4 1 1 7 6 . 1 1 1 1
. 1 . 3961 1 . 5 6 5 7 - 0 . 3 0 8 0
. 7 5 . 3 2 6 7 - 6 . 2 5 6 2
1 . 56 61
TABLA 3 . 6 . a)  I n v e r s a  do E *  2 ^
i H y;
1 0 0067 - 0  . 70 46 0 . 0 1 8 0  0 . 7 0 6 9 - 0 . 0 5 8 8
2 0 6275 0 . 2 8 0 0 - 0 . 8 8 8 8  0 . 3 1 6 5 0 . 1 7 7 1
3 0 . 9 3 6 5 - 0 . 2 3 8 8 0 . 0 5 8 3  - 0 . 1 6 0 0 0 . 9 5 6 0
4 2 . 4 2 9 3 - 0 . 6 0 6 7 - 0 . 4 5 4 2  - 0 . 6 1 2 0 - 0  . 2 262
TABLA 3 . 6 . b )  A u t o s i s t e m a  de 2 *  Z*
4 . 5 .  D a t o s  s i n  t i p i f i c a r
No hay  m o d i f i c a c i o n e s  s u s t a n c i a l e s  en l a s  e x p r e s i o n e s  f o r -  
m a l e s  de l o s  r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  s i n  t i p i f i c a r  l o s  d a t o s  c o n -  
s i d e r a n d o  l a  m a t r i z
X* -  [x* 1 d.J
\
\
d o n de  Q.T =, [ i  -  O'-*] X *  ) x *
de modo q u e ,  en n o t a c i ô n  o b v i a ,  se t i e n c
v i r '  =  J____
i  -  ' ï . :
y
l,Z, m,m*l ( 3 . 5 5 ;
- 8 4
Es i n t c r c s a n t e  r e c o n o c e r  l a  f o r m a  e x p l i c i t a  de ( 3 . 5 5 )  p a r a  
una p o s t e r i o r  u t i l i z a c i ô n .  No es d i f i c i l  v e r  que
V i r  ■( ; ,  .  = W J  .  ( 1  - 5 ; ' )  a-  a * '
j * 1 , . ,  «n , m* 1
donde  a h o r a  l a  e x p r e s i ô n  de es
CL] %
1 - e ;
P o r  c o n s i g u i e n t e
= V i f ;
SC£
*  ^ 1 n- m r  bfBE
i  '  s e c  ' 1.  j s i .  L F I i
s e t  
S TA
( 3 . 5 7 )
2
i ?>rf . _ r ^  L (
l o  que d e m u c s t r a  que l a  d i s t a n c i a  [ V l P ^ ( j  -  V I F *  j es  i g u a l  a 
una e x p r e s i ô n  que d é p e n d e  do e l e m e n t o s  que d e t e r m i n a n  l a  i n f l u c n ­
c i a  d e l  c a s o  i - é s i m o .  P o r  o t r o  l a d o ,  se t i e n e
« c . , , .
4-
p o r  l o  que  i  - ’’v / n-m
/  n -m
set
\ f l F "mr l
'  V 1 C „ , 1
V I F '
I I . ) ( 3 . 5 8 )
es f u n c i ô n  m o n ô t o n a  d e l  e s t a d i s t i c o  f ;  .
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CAPITULO IV 
1. SUMARIO
En e s t e  c a p i t u l o ,  se d e s a r r o l l a  un e s t u d i o  do i n f l u e n c i a  
b a s a d o  f u n d a m e n t a I m e n t e  en c i e r t o s  d i a g n ô s t i c o s  de m u l t i c o l i n e a ­
l i d a d ,  b i e n  de l a  m a t r i z  de d i seP i o  o b i e n  de l a  m a t r i z  a m p l i a d a .
La s e c c i ô n  2 es  una p r c s e n t a c i ô n  d e l  p r o b l e m a ,  de l o s  o b j e -  
t  i  v o s  que se  p r e t e n d e n  y de l a s  d i f i c u l t a d e s  ma te rn â t  i c a s  e x i s t c j i  
t e s . A n t e  l a  c a r e n c i a  de f ô r m u l a s  e x p l i c i t a s  p a r a  e v a l u a r ,  do  mo 
do g e n e r a l ,  l a  i n f l u e n c i a  de un c a s o  i n d i v i d u a l  cn  l o s  d i a g n ô s t ^  
COS de m u l t i c o l i n e a l i d a d ,  es  c o n v e n i e n t e  l a  e l a b o r a c i ô n  do un a  
t é c n i c a  que p e r m i  t a  p a l i a r  c s a  de f i c  i e n c i a . La s e c c i ô n  3 r e c o g e  
un m é t o d o  a p r o x i m a d o  o a s i n t ô t i c o  de a n â l i s i s  b a s a d o  en p r o p i e d ^  
des  de d i f e r e n c i a b i 1 i d a d  de f u n c i o n a l e s  que  d e p e n d e n  de l a  f u n ­
c i ô n  de d i s t r i b u c i ô n  e m p i r i c a  de l o s  n c a s o s  d e l  m o d e l o .
P o r  su p a r t e ,  l a  s e c c i ô n  4 e s t â  d e d i c a d a  a l  a u t o s i s t e m a  de 
l a  m a t r i z  de p r o d u c t o s  c r u z a d o s .  La a p l i c a c i ô n  de l a  t é c n i c a  de 
l a  s e c c i ô n  3 a l o s  a u t o v a l o r e s  de d i c h a  m a t r i z ,  c o n d u c e  a r e s u l ­
t a d o s  i m p o r t a n t e s .  Es i n t e r e s a n t c  d e s t a c a r  que l a  u t i l i z a c i ô n  de 
e s t e  m é t o d o  p e r m i t e ,  en c l  a p a r t a d o  4 . 2 . 2 . b ) una  nueva i n t e r p r e t ^  
c i ô n  d e l  c o m p o r t a m i e n t o  de l o s  g r â f i c o s  de c o m p o n e n t e s  p r i n c i p a ­
l e s .  Lo s  r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  c o n s i d e r an do  l o s  a u t o v a l o r e s  como 
f u n c i o n a l e s  se c o m p l e m e n t a n  con  o t r o s  d e d u c i d o s  de t é c n i c a s  c l â ­
s i c a s  de l a  t e o r i a  de p e r t u r b a c i o n e s . P o r  l o  que  se r e f i e r e  a 
l o s  a u t o v e c t o r e s , se a n a l i z a ,  en un c a s o  p a r t i c u l a r ,  l a  i n f l u e n ­
c i a  de un c a s o  m e d i a n t e  e l  c r i t e r i o  de W i l k s  de d e t e c c i ô n  de 
" o u t l i e r s " .
La s e c c i ô n  5 se d e d i c a  a l o s  f a c t o r e s  de i n f l a c i ô n  de  l a  
v a r i a n z a .  E l  a p a r t a d o  3 . 1  c s t u d i a  l a  i n f l u e n c i a  de un c a s o  me­
d i a n t e  l a  a p l i c a c i ô n  de f ô r m u l a s  e x p l i c i t a s ,  r e l a c i o n a n d o  e s t e  
e s t u d i o  c on  l a  d i s t a n c i a  de C o o k . En e l  5 . 2  se  u t i l i z a  e l  m é t o ­
do a p r o x i m a d o  de l a  s e c c i ô n  3.
P a r a  f i n a l i z a r ,  l a  s e c c i ô n  6  se c om pone  de un e s t u d i o  de 
i n f l u e n c i a  en o t r o s  d i a g n ô s t i c o s  t a i e s  como l o s  e l e m e n t o s  y d é ­
t e r m i n a n t e  de l a  m a t r i z  de c o r r e l a c i o n e s .
Se i n c l u y e n  e j e m p l o s  p r â c t i c o s  en l o s  a p a r t a d o s  3 . 4  y 4 . 2 .
2 .  MOTIUACION
S u p ô n g a s c  que b a j o  e l  c o n c c p t o  de d i a g n ô s t i c o  de m u l t i c o l i ­
n e a l i d a d  se a g r u p a n  d i a g n ô s t i c o s  c a l c u l a d o s  b i e n  p a r a  l a  m a t r i z  
X o X  , y a t i p i f i c a n d o  l o s  d a t o s  o n o .  Como ha q u e d a d o  s e h a l a -  
do en  l a  i n t r o d u c c i ô n , l a  i d e a  g e n e r a l  de un a n â l i s i s  de i n f l u e n ­
c i a  es  e s t u d i a r  l o s  c a m b i o s  p r o v o c a d o s  en c i e r t o s  a s p e c t o s  d e l  
a n â l i s i s  de un m o d e l o  l i n e a l  a l  a p l i c a r  un d e t c r m i n a d o  esquema 
de p c r t u r b a c i o n  a l o s  d a t o s .  P o r  c o n s i g u i e n t e , p u e d e  a d m i t i r s e  
l e g i t i m a m e n t e  d e n t  r o  d e l  p r o b l e m a  de i n f l u e n c i a  e l  e s t u d i o  d e l  
c a m b i o  p r o d u c i d o  en l o s  d i a g n ô s t i c o s  de m u l t i c o l i n e a l i d a d  a l  
p c r t u r b a r  l a  m a t r i z  de d i s e h o  y / o  e l  v e c t o r  de o b s e r v a c i o n e s .
P r e c i s a n d o  m â s , s i  l a  p e r t u r b a c i ô n  qu e  se  c o n s i d é r a  o b e d c c c  a l  
esquema de e l i m i n a c i ô n  de un û n i c o  c a s o ,  en e s t e  c a p i t u l o  se 
t  r a t a  de r e s o l v e r  p r o b l è m e s  como l o s  que s i g u c n : s i  D "  es  un 
d i a g n ô s t i c o  b a s a d o  en X y es e l  c o r r e s p o n d i e n t e  d i a g ­
n ô s t i c o  b a s a d o  en X*( i^ = [  X( ^ )  1 . g l  a n â l i s i s  de l a  r e -
l a c i ô n  e n t r e  D *  y D * ( i )  <i,qué i n f o r m a c i ô n  p r o d u c e ?  ^ q u c  
c a r a c t e r i s t i c a s  de un c a s o  i n t c r v i e n c n  cn  e l  c a m b i o  de b *  a 
J  ? ,  ^ e s t â  r e l a c i o n a d o  e l  c a m b i o  de D* a c o n  l a  i n ­
f l u e n c i a  de un c a s o ?  S i  l a  r e s p u e s t a  a e s t a  u l t i m a  p r c g u n t a  es  
a f i r m a t i v a ,  ^ e n  que s e n t i d o ? .
E l  p r o b l e m a  p l a n t e a d o  en e l  p r i m e r  p à r r a f o  es un a  
r e f o r m u l a c i ô n  de l a  i d e a  b â s i c a  de l a  que p a r t e n  A nd r ew s y 
P r e g i b o n  ( 1 9 7 8)  en l a  c o n s t r u c c i ô n  d e l  e s t a d i s t i c o  R ;
I  ^(L) X (■ )R; z J. I = i - O-;' ( 4 . 1  )
T c n i e n d o  en c u e n t a  que e l  d é t e r m i n a n t e  de l a  m a t r i z  X* X* es 
un i n d i c a d o r  de l a  c s t a b i l i d a d  n u m c r i c a  de l a  i n v e r s a ,  e l  e s t a ­
d i s t i c o  no es  mâs que l a  r a z ô n  e n t r e  e l  d é t e r m i n a n t e  p e r -
t u r b a d o  1 X X | y e l  d é t e r m i n a n t e  o r i g i n a l  | X* X*l
La i d e a  de e s t e  c a p i t u l o  e s t â ,  p u e s ,  ya  i m p l i c i t e  en l a
c o n s i d e r a c i ô n  de A n d r c w s - P r c g i b o n . En e s t e  c a p i t u l o ,  se e m p l ea  
s i s t e m â t i c a m e n t e  e s t e  e n f o q u e  cn r e l a c i ô n  c o n  d i a g n ô s t i c o s  de 
m u l t i c o l i n e a l i d a d  mâs u s u a l e s  t a l c s  como e l  a u t o s i s t e m a  de l a  
m a t r i z  de p r o d u c t o s  c r u z a d o s  y l o s  f a c t o r e s  V I F ^ .
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D e v l i n  e t  a l .  ( 1 9 7 5 ) ,  c s t u d i a n d o  e l  c a m b i a  en c l  c o c f i c i e n -  
t e  de c o r r e l a c i ô n  m u e s t r a l  p a s o c i a d o  a una m . a . s .  de u n a  p o -  
b l a c i ô n  b i d i m e n s i o n a l  d e m u e s t r a n  l a  f o r m u l a
^  '  n_______________  ( 4 . 2 )
d o n d o  ■" =
A l  c o n t r a r i o  de l o  que o c u r r e  en ( 4 . 1 )  y ( 4 . 2 ) ,  no s i e m p r e  e x i s t e  
una e x p r e s i ô n  e x p l i c i t a  s e n c i l l a  p a r a  a n a l i z a r  e l  c a m b i o  en  e l  
d i a g n ô s t i c o  a l  e l i m i n a r  un c a s o .  E s t o  se h a c e  p a r t i c u l a r m e n t e  
n o t a b l e  en e l  e s t u d i o  d e l  a u t o s i s t e m a  de l a  m a t r i z  de p r o d u c t o s  
c r u z a d o s .  Po r  c o n s i g u i e n t e ,  una p o s i b l e  s o l u c i ô n  es  d e s a r r o l l a r  
una  t é c n i c a  a p r o x i m a d a ,  v a l i d a  en c o n d i c i o n c s  g é n é r a l e s ,  p a r a  
a n a l i z a r  l a  r e l a c i ô n  e n t r e  d i a g n ô s t i c o s  g e n é r i c o s  D* y
3 .  DIAGNOSTICOS COMO FUNCIONALES 
r  ■
Sea Tp l a  f u n c i ô n  de d i s t r i b u c i ô n  e m p i r i c a  a s o c i a d a  a l o s  
n c a s o s  X * ' = ^ { x J , ' y .   ^ ( t r l , . . . , n )  de l a  m a t r i z  X '  . L o s
d i a g n ô s t i c o s  de m u l t i c o l i n e a l i d d  en X p u e d e n  e s c r i b i r s e  en 
l a  f o r m a
d o nd e  I< c s  una c o n s t a n t e  c o r r o c t o r a  y es un Funcio.
n a 1 a d e c u a d o .  En e f e c t o ,  no ha y  mâs que o b s c r v a r  que
es  un f u n c i o n a l  en F . P o r  e j e m p l o ,  s i  | X*  X * \  es
n
k .n'
X* X* = n " '  I A I que c s  de l a  f o r m a  ( 4 . 3 )  c o n
• Segûn ( 4 . 3 ) ,  se t i e n e
D ' - b V l  = -  K - i  T ^ î ^ n - l  ( u l
y ,  de ( 4 . 5 ) ,  e l  c a m b i o  D -  b  d é p e n d e  de l a  r e l a c i ô n  e n t r e
T  y • De h e c h o ,  e s t e  a p a r t a d o  r e s u e l v e  c l
p r o b l e m a  de l a  a p r o x i m a c i ô n  de T  ~ L ^ n - i • Una v e z
r e s u e l t o  e s t e  p u n t o ,  l a  f ô r m u l a  ( 4 . 5 ;  p e r m i t e  h a l l a r  l a  a p r o x i ­
m a c i ô n  a d e c u a d a  en c a d a  c a s o  p a r t i c u l a r .
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Es i m p o r t a n t e  r e s a l t a r  que c u a n d o  e l  e s t u d i o  se ba s e  en 
l o s  d i a g n ô s t i c o s  a s o c i a d o s  a l a  m a t r i z  t i p i f i c a d a  2.*  t o d o s  e s -  
t o s  t e n d r â n  una e x p r e s i ô n  s i m i l a r  a ( 4 . 3 )  c o n  *  i  . B a s t a  
d e m o s t r a r  que 2 ^ E *  «  B  [ F f T l  • En e f e c t o ,  s i  JE*  es  l a  m a t r i z  
de d a t o s  c e n t r a d o s  a s o c i a d a  a X *  es
= c [f'n l
S i  ®  ' r e p r e s e n t s  e l  p r o d u c t s  de Hadamar d e n t r e  do s  m a t r i ­
c e s  ( R a o ,  1 9 7 3 ,  p â g .  3 0 ) ,  e n t o n c e s ,  s e g û n  ( 4 . 6 )
( 4 . 7 )
'j  = 7% 7 '" *
E v i d e n t e m c n t e  e l  e s t u d i o  que se h a c e  p a r a  D*  « T  J 
p ue de  d e s a r r o l l a r s e  p a r a l e l a m e n t e  p a r a  l a  e x p r e s i ô n  D = ,
d o n de  ù  es e l  d i a g n ô s t i c o  b a s a d o  en l a  mat  i  z X y ^n es l a
f u n c i ô n  de d i s t r i b u c i ô n  de l a  m e d i d a  de d i s e n o  a s o c i a d a  a l a s  n 
f i l a s  de X, s i n  mâs que e f e c t u a r  l o v e s  r e t o q u e s  de c a r â c t e r  f o r ­
m a i  .
p •  p ^
La r e l a c i ô n  e n t r e  y es t a l  que p e r m i t e  h a l l a r
una r e l a c i ô n  a p r o x i m a d a  e n t r e  D*  y ^ * ( 1 ) e x p l o t a n d o  c i e r t a s
p r o p i c d a d c s  de d i  f e r e n c i a b i l i d a d  d e l  f u n c i o n a l  .
3 . 1 .  D i f e r e n c i a b i l i d a d  de t ) « T L F | > l
P a r a  o b t e n a r  l a  d i f e r e n c i a b i l i d a d  F r é c h e t  de t o d o s  l o s  d i a g ­
n ô s t i c o s  D « T c o n s i d e r  ad os  como f u n c i o n a l e s  en h  ^  b a s ­
t a  una a p l i c a c i ô n  a p r o p i a d a  en f o r m a  s e c u e n c i a l  de l o s  r e s u l t a d o s  
d e l  a p c n d i c e  A . 2 . 3 .  j u n t o  con  l a  r é g l a  de l a  c a d c n a  de A . 2 . 1 .
To das  e s t a s  t é c n i c a s  c s t â n  recogidas en c l  a p é n d i c e  A . 2 .
- 89  -
3 . 2 .  F o r m u l a  p a r a  D -
Una vez  o b t c n i d a  l a  d i f e r e n c i a b i l i d a d  F r é c h e t  de b  » I n i  
es  f a c i l  e s t a b l o c e r  l a  a p r o x i m a c i ô n  a n u n c i a d a  p a r a  D -
S i  Fp* es  l a  f . de d i s t r i b u c i ô n  e m p i r i c a  c a l c u l a d a  c o n  
t o d a  l a  m u e s t r a ,  y ( i )  , l a  f . de d i s t r i b u c i ô n  e m p i r i c a  a s o ­
c i a d a  a l a  m u e s t r a  de t a m a h o  n - 1  que r é s u l t a  de e l i m i n a r  e l  c a s o  
i - é s i m o ,  es  f â c i l  c o m p r o b a r  que
d onde  0 f * - \  es l a  F . de d i s t r i b u c i ô n  c a u s a l  en e l  c a s o
n .  '  x ; ' ’ = K ' , Y . )
Segûn  ( 4 . 8 ) ,  s i  D" « T  î ^ n ' l  » se  t i e n e :
-[D'-bVoi - n C J  - n e ]  =
donde
DT [ e . t V  n . ’ - Se)L n - 1
T [Fp"  ^ ) ]  - 1 [Fn*l= tim
t-0 t
,  J  M  ([m - t K I  q e -
U-i 1 t*-.o [ *  n-i ( 4 . 1 1 )
l i m i t e  qu e  e x i s t e  en v i r t u d  de l a  d e f i n i c i ô n .
En ( 4 . 1 1 ) ,  se ha a d o p t a d o  l a  n o t a c i ô n  C I E ^  * ( c u r v a  de i n ­
f l u e n c i a  e m p i r i c a )  p o r  l a  s e m o j a n z a  d e l  l i m i t e  d e l  m i e m b r o  i  z -  
q u i e r d o  c o n  l a  c u r v a  de i n f l u e n c i a  v e r d a d e r a  de un e s t i m a d o r  c o n -  
s i d e r a d o  como un f u n c i o n a l  en ( H u b e r  ( 1 9 8 1 ) ,  H a m p c l , ( 1 9 7 4 ) ,
C uevas  ( 1 9 8 0 ) ) .  S u s t i t u y e n d o , f  i n a l m e n t e , ( 4 . 1 1 )  en ( 4 . 1 0 )  se  s i ­
g u e ,  f i n a I m e n t e , que
D’ - 0 (U -  c i e l  ' 4 . 1 2 ;
9 0  -
P a r t i e n d o  do ( 4 . 9 )  y s i g u i e n d o  un c a m i n o  p a r e c i d o  pu ede  o s -  
t a b l e c e r s e  un a n â l o g o  de ( 4 . 1 2 )
D * - D * C J  = C Ï L ( - 7 ^ * i l  *  °  [  11 Ï  or"] ( 4 . 1 3 )
d o n de  [ ^ * 1  c s  l a  i - c s i m a  c u r v a  de i n f l u e n c i a  e m p i r i c a
c o n  e l  c a s o  i - c s i m o  e 1 i m i n a d o . ( C - W c i s b c r g ,  1 9 8 2 ) .
L a s  e x p r e s i o n e s  ( 4 . 1 2 )  y ( 4 . 1 3 )  son  l a  base  de l a  a p r o x i m a ­
c i ô n  p a r a  e l  a n â l i s i s  de • En ca d a  d i a g n ô s t i c o  p a r t i c u ­
l a r ,  b a s t a  c a l c u l a r  l a  c o r  r e s p o n d i e n t e  ClE  ^ (o  ^ -
Desde  e l  p u n t o  de v i s t a  p r â c t i c o ,  l a  mâs a d e c u ad a  es  ( 4 . 1 2 )  p o r ­
que  s o l o  n e c e s i t a  de l o s  v a l o r e s  de l a  CîE-  ^ p a r a  i t l  ,Z, . ., n 
m i e n t r a s  q u e ,  p o r  c l  c o n t r a r i o ,  ( 4 . 1 3 )  r e q u i è r e  d e l  c o n o c i m i e n t o  
de l a s  n c u r v a s  ClE ( j  j [ , .
3 . 3 .  Ca l idad  V me i o r a  de l a  a p r o x i m a c i ô n  
En v i r t u d  de l a  f ô r m u l a  ( 4 . 8 )
11 f ;  -  F'n-i (i) L  = - V - 1 f;  -  S x? i u  4n-1 n - 1
de m a n e r a  que { n - 1 ) ( i )  (1 j  = 0  [ i  ]  y ,  p o r  t a n t o ,
s i g u i e n d o  en ( 4 . 1 2 )
( 4 . 1 4 )
I V . .  i l  11 f . *  -  F.--KL1 11 ,
A s i ,  e l  r e s t e  en ( 4 . 1 2 )  y ( 4 . 1 3 )  es 0 / ^  . j y , p o r  c o n s i g u i e n t e ,  
e l  d e s a r r o l l o  de 3 . 2  se pu ed e  c o m p l é t a  r  de l a  f o r ma
= — ——  CIE^ o | _ L _ \
n-1 ' n *
D'-t)'(a - - i - c i E i a W l . o (J_ l
h V rj I
La  mej  o r a  de l a  a p r o x i m a c i ô n  d e p e n d s  de d i s t i n t o s  f a c t o r e s .
S i ,  p o r  e j e m p l o ,  -  F ^ . i  ^  , 0 ( 1 ) ,  e n t o n c e s
t)*-D*(:1 z — CîE ^ o l — • Ademâs,  l o s  r e s u l t a d o s  t e ô r i c o s  ' n-1 ‘ V n * I
d e l  a p a r t a d o  A . 2 p e r m i t e n  c s t a b l e c e r ,  ademâs de l a  s i m p l e  d i f e ­
r e n c i a b i l i d a d  F r é c h e t ,  l a  h o l o m o r f i a  de b * = I  1 como a r g u -  
m e n t o  de l a  f .  de d i s t r i b u c i ô n  e m p i r i c a  de l a  m u e s t r a  X * , , •
S i ,  p o r  e j e m p l o ,  se d e s a r r o l l a  D b a s t a  l a  s c g u n da  d e r i v a -  
d a ,  se t e n d r â
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E s t e  u l t i m o  m c t o d o  p o d r â  s e r  de u t i l i d a d  s i  l a  e x p r e s i ô n  do  l a  
a p l i c a c i ô n  b i l i n e a l  DT no es e x c o s i v a m c n t e  c o m p l i c a d a .
3 . 4 .  E . l emp lo
A u n q u o  l a  t e o r i a  g e n e r a l  p a r a  e l  a u t o s i s t e m a  se  d e s a r r o l l a  
en e l  a p a r t a d o  4 do e s t e  mi smo c a p i t u l o  una b u e n a  f o r m a  de i l u s -  
t r a r  l a  a p l i c a c i ô n  de e s t a  t é c n i c a  p u e de  s e r  e l  s i g u i e n t e  e j e m ­
p l o  s e n c i l l o .  C o n s i d é r e s e  un m o d e l o  de r c g r e s i ô n  l i n e a l  s i m p l e
Y .  ( i , .  ( l , x .  e
y e l  p r o b l e m a  d e l  e s t u d i o  de i n f l u e n c i a  en l o s  a u t o v a l o r e s  de l a  
m a t r i z  do c o r r e l a c i ô n  a m p l i a d a
d o n de  ^  es  e l  c o e f i c i e n t e  de c o r r e l a c i ô n  e n t r e  l a s  v a r i a b l e s  
Y y X . S i  ^  X j  s on  l o s  a u t o v a l o r e s  de ( 4 . 1 5 )  es  s a b i d o  qu e  
X *  = 1 - 1 ^ 1  y P o r  c o n s i g u i e n t e
X - - X - ( - )  ( ^ . 1 6 )
Es d i f i c i l  e n c o n t r a r  una e x p r e s i ô n  e x p l i c i t a  de ( 4 . 1 6 )  qu e  
p c r m i t a  a n a l i z a r  qué c a r a c t e r i s t i c a s  de un c a s o  i n f l u y e n  en
l o s  a u t o v a l o r e s  de Z *  2 *  ■ E s i n t e r e s a n t c  e x p l o r a r  l o s  r e s u l t a ­
do s  que se o b t i e n e n  m e d i a n t e  l a  a p r o x i m a c i ô n  d i s e P i a d a  en e s t o  
a p a r t a d o .  T c n i e n d o  en c u e n t a  que s e g û n  ( 4 . 7 ) ,  Z *  Z *  » B % ,
u s a n d o  l a  f ô r m u l a  ( A . 27 )  d e l  a p é n d i c e  es f â c i l  p r o b a r  que l a  
" p s e u d o - c u r v a "  de i n f l u e n c i a  e m p i r i c a  p a r a  ^ ^ 1 2 ) es
C l E ^ X p  '  n  - X j "  ( 4 . 1 7 )
do nde   ^ es un a u t o v e c t o r  n o r m a l  i z a d o  a s o c i a d o
a . Y /  y ' T j
n
En e s t e  c a s o  p a r t i c u l a r ,  l o s  a u t o v e c t o r e s  de
2 * 2 *
-  9 2  -
P a r a  s i m p l i f i c a r  l a  d i s c u s i ô n ,  s u p ô n g a s c  que ^  > 0  . S u s t i t u y c n -
do en ( 4 . 1 7 )  se t i e n e
ciE.
y s e g û n  ( 4 . 1 & ) ,
de modo que  s i  n es  s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e  es
^  [  1  ^1  ( 4 . 1 8 )
E l  a n a l i s i s  de ( 4 . 1 8 )  es  s i m p l e  y d c p e n d e  de l a s  c o o r d c n a -  
das  d e l  c a s o  2 *  = ( 2  ^ , ^  ) ( i  = 1 , , n ) y de l o s  a u t o v a l o r e s
de l a  m a t r i z  de c o r r e l a c i ô n  a m p l i a d a .
4 .  INFLUENCIA EN EL AUTOSISTEMA DE LA MATRIZ DE PROOUCTOS 
CRUZADOS
4 . 1 .  I n t r o d u c c i é n
L a s  c u e s t i o n e s  b à s i c a s  que  se p r e t e n d e n  r e s o l v e r  s on  d o s ;  
i )  d a d o s  X * <  X *  <  . . .  <  a u t o v a l o r e s  de l a  m a t r i z  de
p r o d u c t o s  c r u z a d o s  a m p l i a d a  ( t i p i f i c a d a  o n o ) ,  l a s  d i f e r e n c i a s
\  \ M
^ i n f o r m a n  de l a  i n f l u e n c i a  d e l  c a s o  i - é s i m o ?  ^En que s e n t i d o ?
Mi sma s  i n t e r r o g a n t e s  c o n  l o s  a u t o v e c t o r e s .
i i )  C o n s i d e r a n d o  que l o s  I X j )  de l a  m a t r i z  de p r o d u c t o s  
c r u z a d o s ,  o ( X|  ]  s i  se  t r a b a j a  c on  l a  m a t r i z  a m p l i a d a ,  s on  
v c r d a d c r o s  d i a g n ô s t i c o s  de m u l t i c o l i n e a l i d a d ,  ^ q u é  c a r a c t e r i s t i -  
c a s  do una f i l a  de l a  m a t r i z  X p u e de n  a l t c r a r  o d i s t o r i s o n a r  
l a  e s t r u c t u r a  de d e p e n d e n c i a s  l i n e a l e s  e n t r e  l a s  c o l u m n a s  de l a  
m a t r i z  de d i s e r t o ? .
La r e s p u e s t a  a e s t a s  c u e s t i o n e s  es  c l  c o n t e n i d o  de l o s  
a p a r t a d o s  4 . 2  y 4 . 3 .
4 . 2 .  I n f l u e n c i a  on l o s  a u t o v a l o r e s
4 . 2 . 1 .  Au t o v a l o r e s  como f u n c i o n a l e s
4 . 2 . 1 . a)  D a t o s  s i n  t i p i f i c a r
Sean 0  4  k *  <  X *  < - .  • • <  X ^ ^ j  l o s  a u t o v a l o r e s  de 
l a  m a t r i z  X"  )C* . P o r  c o n s i g u i e n t e
X^ .  n  *  n  [ F p ]  , ( 4 . 1 9 )
n
d o n d c
Tj  “  j - é s i m o  a u t o v a l o r  de l a  m a t r i z
de ( 4 . 4 )
p o r  que l o s  a u t o v a l o r e s  de ^  / n  -  son  l o s  de X *  X
d i v i d i d o s  p o r  n .  P a r a  d e t e r m i n a r  l a  C I E i  d e l  f u n c i o n a l
de ( 4 . 1 9 )  ha y  que u s a r  l a  t c o r i a  de p e r t u r b a c i o n e s  r e s e -  
Mada en e l  a p c n d i c c  A . 3 . 1 .
S i  %* 6  R  , se t i e n e
•  A [ F . ' ] * £ [ î * 2 * ' - A [ î „ * 1 ]  ; 4 . 2 0 '
y ,  p o r  c o n s i g u i e n t e , u sa n d o  a r g u m e n t o s  de c o n t  i n u i d a d  y l a s  f o r m u ­
l a s  ( A . 11 ) e l  j - é s i m o  a u t o v a l o r  de ( 4 . 1 g )  en una o r d e n a c i â n  de me­
n e r  a m a y o r  es
Tj[( l-£)F„’ .  £S2.1 - t. [ v ] 4 £ [ ( y ; V ) ' - T ^ [ f ' l ] . o l £ i
 ^ ( 4 . 2 1 )
s i  S. es  su  f  i  c i  en t  cme nt  e p e q u e f l o .  De ( 4 . 2 1 )  l a  C I E i  p a r a  c l  
f u n c i o n a l  1  es
c i E . t x n . u
=- ( k p  ~ i
De l a  e x p r è s  i o n  ( 4 . 2 2 )  y l o s  r e s u l t a d o s  d e l  a p a r t a d o  3 ,  
se l l e g a ,  f i n a l m c n t e ,  a
H - •  T j  W  ' ( " - ' )  [ T i M  - î ,
-
En ( 4 . 2 2 )  y ( 4 . 2 3 ) ,  | ( ' j  r  t *  es  l a  i - c s i m a  c o o r d c n a d a  o
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" s c o r e "  de l a  j - é s i m a  c o m p o n e n t e  p r i n c i p a l  de l a  m a t r i z  X * .
S i  j  = 1 , m  ) es  l a  n o t a c i ô n  p a r a  l o s
l a  m a t r i z  ( 2 * ' 2 * ) i ; )  no ha y  f o r m u l a s  e x p l i c i t a s
4 . 2 . 1 . b )  D a t o s  t i p i f i c a d o s  
a u t o v a l o r e s  de
r c l a c i o n a n d o  X j  con X y  l a  i n f l u e n c i a  de un c a s o  debe  
e s t u d i a r s e  p o r  e l  m c t o d o  a p r o x i m a d o  d e l  a p a r t a d o  3 .  Es i m p o r t a n ­
t e  o b s e r v e r  qu e  ( 2 *  es  l a  m a t r i z  de c o r r e l a c i ô n  c a l c u -
l a d a  e 1 i m i n a n d o  e l  c a s o  i - c s i m o  d e l  a n à l i s i s  que no es  l o  mi smo 
qu e  q u i t a r  una f i l a  de Z * , o b t e n e r  y c a l c u l e r
Dado que Z Z* « B 1 » s e g û n  ( 4 . 7 ) ,  X; es  un f u n c i o -
, r »  ®n a 1 e n .
Es i m p o r t a n t e  d e m o s t r a r  e l  s i g u i e n t e  r c s u l t a d o  p r e l i m i n a r  
LEMA 4 . 1 .
La e x p r e s i ô n  p a r a  l a  p e r t u r b a c i ô n  &  1 *  6  ^ 2 * 1  os
6 [ f ; ]  * *  c [ [ ^' - <' )  12"-%')' - 
- 4 -  c [f:1 i  R ]  - J _  I  [p;] c [p ; l ]  [ i „  •  c [p ;]] \  o(i)
( 4 . 2 4 )
do nd e  L  ^  n i  + es una m a t i r i z  d i a g o n a l  de j - é s i m o
e l e m e n t o  d i a g o n a l   ^  ^ i i = i  ,- , 1.
DEHOSTRACION;
En l a  n o t a c i ô n  de l a  f o r m u l a  ( 4 . 6 ) ,  es f â c i l  c o m p r o b a r  que
c [( i-£ ) C . £ S j.j . c [r„ 'j . ê [ u *-;*) I î *-5*)'-c[ f4 ' û(£)
d on de  X *  = ( %  , Y ) . De ( 4 . 2 5 )  se s i g u e  que
î m *  c  [ l l - £ l F „ * . £ 5 î . ]  .
- t . *  £L „«  [ ( î * - i ' ) i î - - r i ' - c j ;p „ ‘ ) ] . o U )
( @ p r o d u c t o  de Hadamar d ) .  E s t a  u l t i m e  m a t r i z  es  d i a g o n a l  de 
j - c s i m o  e l e m e n t o
‘ j ' L V l  ^ e [ U j * . o ( £ ) .  
=  C j [ î ; l  [ l * £ c j L F . * ] ' o ( £ ) ]
( 4 . 2 6 )
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d o n d e  C; [ P * !  ~  ^ ~  ^ - t  . T omando l a  r a i  z -  en e l
^ Ci [Fn* l  ^
c o r c h e t e  de ( 4 . 2 6 )  y d é s a r r o i l a n d o  en s e r i e  de T a y l o r  de p r i m e r  
o r d e n ,  se  t i e n e  que
[ l  + E [ F \ ]  + 0 ( 6 ) ]  = i  - E V o{£^
( 4 . 2 7 :
S i  L  s ( C, ( F . )  , ■ ,  C ^ [ F h )  ]  '  d e ^ ( A . 2 5 )
= [ im *  c .  - L  £ *  c [p ; ] ] ''' E [p:i - » (&)
De ( 4 . 2 7 ) ,  ( 4 . 2 8 )  y ( 4 . 7 )  se s i g u e  i n m e d i a t a m e n t e  l a  c o n c l u -
De a c u e r d o  c on  l a  f o r m u l a  ( 4 . 2 4 )  y l a  t e o r i a  de p e r t u r b a c i o -  
nes  p a r a  m a t r i c e s  s i m é t r i c a s  ( v e r  a p c n d i c e  A . 3 ) ,  l a  C I E i  p a r a  e l  
j - é s i m o  a u t o v a l o r  de Z *  Z *  es
CIE;  ^ U p  = n [k- .  Y* Ï U n l  =
= "  ■ H  ]
d on de  = j -  2^ es  e l  " s c o r e "  j - é s i m o  de l a  j - é s i m a  compo
9 . 9 , , ,  . . , ,  ..   , ,
( 4 . 2 9 )
ï i  "  (  ï i p  • . I f tn:  1 ^  *  U i i  . ■ • )  = ( ^ i i ,  • •  • * ^ C f  I 7 :
En v i r t u d  de l a  t é c n i c a  de 1 a p a r t a d o  3:
1 ‘ ° ( U  U.30)
....
4 . 2 . 2 .  A p l i c a c i o n e s
4 . 2 . 2 . a )  I n t e r p r e t a c i é n  de r e s u l t a d o s
La f o r m u l a  ( 4 . 2 3 )  t i e n e  un a n a l o g o  i n m e d i a t o  p a r a  
l o s  a u t o v a l o r e s  de l a  m a t r i z  X X  :
-  ^^(L) ^  • • • . " '  ( 4 . 3 1 )
donde a h o r a  s
E l  r e s u l t a d o  ( 4 . 3 1 )  es  p a r t i c u l a r m c n t e  a t r a c t i v o  p o r  su 
s e n c i 1 l e z  de i n t e r p r e t a c i é n .  F i  j  ado un a u t o v a l o r  X^ de X'X , 
es  m e n o r ,  en una c a n t i d a d  a p r o x  i m a d a m e n t e  a g u a l  a
9 6  -
s i c n d o  
max ima i n f l u e n c i a  so
S i  ^ :  1 on ( 4 . 3 . 1 )  se d e d u c e  que e l  m o d u l o  de m u l t i c o l i n e a l i ­
dad  de G u n s t  d c s c i c n d e  l o  que i m p l i e s  que l a  e l i m i n a c i ô n  de un 
c a s o  t i e n d e  a a g r a v a r  e l  p r o b l e m s  de l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d .  De un 
modo a p r o x i m a d o ,  ( 4 . 3 1 )  i n f o r m a  que c u a n d o  JL , e l  c a s o  no 
i n f l u y e  en  . P u e s t o  que k -  = coS
8 %^  e l  à n g u l o  que f o r m a n  x-  y y.  , l a  : 
c o n s i g u e  en l a s  d i r e c c i o n e s  p a r a l e i a s  a .
C o n o c i d a  l a  d e s c o m p o s i c i ô n  e s p e c t r a l  de X X s C D C  , l o s  
e l c m e n t o s  de l a  m a t r i z  X C  s on  l o s  U ' p  , ( L a i , . . ,  n ' j  = 1 . 1 , . . .  
. ,  r n , m *  1 ) . E s s a b i d o  que  l a s  c o l u m n a s  de X C  son  o c t o g o n a l e s  
y de l o n g i t u d  X p  ( i t  1 , ,  tn , m «■! ] • P o r  t a n t o ,  en e l  o r d e n  de 
a p r o x i m a c i ô n  de ( 4 . 3 1 ) ,  c u a n d o  X j  % 0  n i n g ù n  c a s o  i n d i v i d u a l  
p u e de  s e r  e x c e s i v a m e n t e  i n f l u y e n t e  en  . La i n t e r p r e t a c i é n  de 
( 4 . 2 3 )  es  s i m i l a r  a l a  de ( 4 . 3 1 )  a u n q u e , como ya se  ha e s t u d i a d o  
en e l  c a p i t u l e  I I ,  l o s  X j  no c o n t i e n e n  c x c e -
s i v a  i n f o r m a c i é n  de i n t e r é s  p r a c t i c e .
No o b s t a n t e ,  ( 4 . 2 3 )  t i e n e  una i m p o r t a n t e  a p l i c a c i ô n .  Sea
=. Z . * l a  m a t r i z  de c o m p o n e n t e s  p r i n c i p a l e s  a s o c i a d a  a Z *  .
S i  se c o n s i d é r a  l a  m a t r i z  V  = X * ( X *  X * )  X *  , se t i e n e ;
V * .  X *  y *  .  K ' r ' " r '
P a r a  l o s  e l e m e n t o s  d i a g o n a l e s  de ( 4 . 3 2 )  se s i g u e
que mt L  « 1
^ ? -  -  ( 4 . 3 5 )
r*'-  ^ H
Segûn ( 4 . 3 5 ) ,  se t i e n e  d e s c o m p u e s t o  en m f  1 sumandos
a t r i b u i b l e  c a d a  une de e l l e s  a un a  d i r e c c i é n  . P o r  t a n t o ,  es 
n a t u r a l  d é f i n i r  e l  j - é s i m o  sumando como l a  i n f l u e n c i a  d i r e c c i o -  
n a l  d e l  c a s o  i - é s i m o  en l a  j - é s i m a  d i r e c c i é n .  S i m»l
= '■* j z  l  , m ,  , s e g ûn  ( 4 . 3 5 ) ,  es 0-* .
^ y d e s p r e c i a n d o  e l  r e s t o  en ( 4 . 2 3 )  es  ^
H U )  ^  J . V  { ^ = 1  m ,  I  ] ( 4 . 3 6 )
P o r  c o n s i g u i e n t e , de ( 4 . 3 6 )  se  d e d u c e  q u e ,  en c i c r t o  s e n t i d o ,  l a
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d e t c c c i ô n  de c a s e s  d i r c c c i o n a l m c n t e  i n f l u y e n t c s  es  é q u i v a l e n t e  
a l  c s t u d i o  d e l  c a m b i o  r e l a t i v e  en e l  a u t o s i s t e m a  de l a  m a t r i z  
X* X* a l  e l i m i n a r  un c a s o  d e l  a n à l i s i s .  P u e s t o  q u e  b a s t a  que 
un c a s o  s ea  d i r c c c i o n a l m c n t e  i n f l u y e n t e  p a r a  que  s e a  e f e c t  i v a ­
m e n t e  i n f l u y e n t e  s e g ûn  0 %^ * , l a  i n f l u e n c i a  de l o s  c a s e s  en
e l  a u t o s i s t e m a  de X* X* e s t a  r e l a c i o n a d a  c o n  l a  d e t c c c i ô n  de 
c a s e s  i n f l u y e n t c s  s e g û n  l a  m e d i d a  . O b s é r v e s c  que ( 4 . 3 6 )
p e r m i t e  e s c r i b i r  *
i  -  % I p -  ( ^ = 1 , 2 , )
d o n de  e l  m i e m b r o  i z q u i e r d c ^  do e s t a  i d e n t i d a d  a p r o x i m a d a  d c p e n d e  
d i r e c t a m e n t e  d e l  c a m b i o
Son i n m e d i a t o s  l o s  c o n c e p ^ o s  de " l e v e r a g e "  d i r e c c i o n a l
L ^ ^I  • •• I im) y l a  r e l a c i ô n  de e s t e  c on  l a  i n f l u e n c i a  en e l
a u t o s i s t e m a  de l a  m a t r i z  XX .
Con d a t o s  t i p i f i c a d o s ,  l a  i n t e r p r e t a c i é n  de l a  f o r m u l a
( 4 . 3 0 )  y su  a n â l o g o
H - t 'V  \  h  °  , a ....'
es  1 i g e r a m e n t e  màs c o m p l i c a d a . P a r a  f i j a r  i d e a s ,  c o n s i d é r e s e  en 
d e t a l l e  l a  e x p r e s i ô n  ( 4 . p  7 ) y s u p ô n g a s e  que r» ç s  s u f  i c i e n t e m e n ­
t e  g r a n d e .  P u e s t o  que 2_ V p  = 1  , se t i e n e  2 _  ^
. 1 l  k î l  i  k.zl ^
&  y p o r  c o n s i g u i e n t e ,  en l a  s i t u a c i ô n  en l a  que
k « 1 I • • . p
c l  " s c o r e ^  d e l  c a s o  i - é s i m o  en l a  d i r e c c i é n  j - s i m a  es  e x t r e m e  es  
) Xj 2_ Ykj p o r  e s t a r  prox imo a i .  A s i  , en
e s t e  c a s o ,  X j  "  X j j ^ j  > 0  . S i n  e m b a r g o ,  c u a n d o  k - j  = 0  de ( 4 . 3 7 )
se d e d u c e  que ^  ^  ' O b s é r v e s c  que t r a b a j a n d o  c o n  l a s
a p r o x i m a c i o n e s , se l l e g a ,  en e l  c o n t e x t e  de d a t o s  t i p i f i c a d o s ,  a 
que l a  e l i m i n a c i ô n  de un c a s o  pu ed e  a u m c n t a r  o d i a m i n u i r  un a u t o ­
v a l o r ;  e s t o  s e r a  c on  f  i  r mado p o s t e r i o r m e n t e  c o n  o t r o  t i p o  de t é c -  
n i c a s .  F i n a l m c n t e ,  p u e de  a f  i  r m a r s e  c o n  c a r é c t e r  g e n e r a l  que un 
c a s o  p r o x i m o  a l  c e n t r e  de l o s  d a t o s  no p u e d e  p r o d u c i r  una  g r a n  
a l t e r a c i ô n  en l o s  l  X p  . En e f e c t o ,  s i  %  d e l  a p a r t a d o
A . 1  d e l  a p é n d i c e  se d e d u c e  que
 ^  ^ l :^0 , kc i,  , p )
-  9 8  -
y de a q u i  0  . A s i  p u e s ,  ^  H H es a p r o -
x i m a d a m e n t e  c e r o  y ( 4 . 3 7 )  i n d i c a  que . La i n t e r p r e -
t a c i ô n  de ( 4 . 3 0 )  se e f e c t û a  de m a ne ra  s i m i l a r .
L o s  " l e v e r a g e s "  d i r e c c i o n a l e s  t a m b i é n  p e r m i t e n  e s t u d i a r ,  a l  
menos a p r o x i m a d a m e n t e , l a  i n f l u e n c i a  en l o s  i n d i c e s  de c o n d i c i ô n .  
A s i  p o r  e j e m p l o ,  s i n  t i p i f i c a r  l o s  d a t o s  se t i e n e
kïXm] . ' ' " 'Vxuo .  l - î m , L
Xv i i )  y ^  1  -  l i , L
que d e p e n d e  de l o s  " l e v e r a g e s "  d i r e c c i o n a l e s  T t L e I ,•w, V
E . i emp lo
E l  e j e m p l o  de e s t e  c a p i t u l e  e s t a  t omado  de un t r a b a j o  de 
H o c k i n g  y P e n d l e t o n  ( 1 9 8 3 ) .  Se t r a t a  de un c o n j u n t o  de d a t o s  a r ­
t i f i c i a l  c o n s t r u i d o  p a r a  e l  a j u s t e  de un m o d e l o
7 = 4. i- ^  ^  * Los  d a t o s  e s t â n  e x p u e s t o  en l a
t a b l a  4 . 1 .
Y
^ 1 * 2 * 3
5 7 . 7 0 2 1 2 . 9 8 0 0 . 3 1 7 9 . 9 9 8
5 9 . 2 9 6 1 4 . 2 9 5 2 . 0 2 8 6 . 7 7 6
5 6 . 1 6 6 1 5 . 53 1 5.  305 2 . 9 4 7
5 5 . 7 6 7 1 5 . 1 3 3 4 . 7 3 8 4 . 2 0 1
5 1 . 7 2 2 1 5 . 3 4 2 7 . 0 3 8 2 . 0 5 3
6 0 . 4 4 6 1 7 . 1 4 9 5 . 9 8 2 - 0 . 0 5 5
6 0 . 7 1 5 1 5 . 4 6 2 2 . 7 3 7 4 . 6 5 7
3 7 . 4 4 7 1 2 . 8 0 1 1 0 . 6 6 3 3 . 0 4 8
6 0 . 9 7 4 1 7 . 0 3 9 5 . 1 3 2 0 . 2 5 7
5 5 . 2 7 0 1 3 . 1 7 2 2 . 0 3 9 8 . 7 3 8
5 9 . 2 8 9 1 6 . 1 2 5 2 . 2 7 1 2 . 1 0 1
5 4 . 0 2 7 1 4 . 3 4 0 4 . 0 7 7 5 . 5 4 5
5 3 . 1 9 9 1 2 . 9 2 3 2 . 6 4 3 9 . 3 3 1
41 . 0 9 6 14 . 2 3 1 10 . 4 0 1 1 . 041
6 3 . 2 6 4 1 5 . 2 2 2 1 . 2 2 0 6 . 149
4 5 . 7 9 8 1 5 . 7 4 0 1 0 . 6 1 2 - 1 . 6 9 1
5 8 . 6 9 9 1 4 . 9 5 8 4 . 8 1 5 4 . 1 1 1
5 0 . 0 8 6 1 4 . 1 2 5 3 . 1 9 3 8 . 4 5 3
- 99 -
Y
’‘ 1 * 2 " 3
4 8 . 8 9 0 1 6 . 3 9 1 9 . 6 9 8 - 1 . 7 1 4
6 2 . 2 1 2 1 6 . 4 5 2 3 . 9 1 2 2 . 1 4 5
4 5 . 6 2 5 1 3 . 5 3 5 7 . 6 2 5 3 . 8 5 1
5 3 . 9 2 3 1 4 . 1 9 9 4 . 4 7 4 5 . 1 1 2
5 5 . 7 9 9 1 5 . 8 3 7 5 . 7 5 3 2 . 0 8 7
5 6 . 7 4 1 1 6 . 5 6 5 8 . 5 4 6 8 . 9 7 4
4 3 . 1 4 5 1 3 . 3 2 2 8 . 5 9 8 4 . 0 1 1
5 0 . 7 0 6 1 5 . 9 4 9 8 . 2 9 0 - 0 . 2 4 8
5 6 . 8 1 7 1 4 . 1 2 3 0 . 5 7 8 - 0 . 5 4 3
s r
T a b l a  4 . 1
<•** JçV
%:
0 . 0 1 3 6 0 . 0 0 - 7 0 . 0 1 4 1 0 . 1 3 1 9 0 . 0 4 1 0
0 . 0 0 0 2 0 . 0209 0 . 0 0 0 0 0 . 0 4 4 9 0 . 0 4 3 5
0 . 0 0 5 1 0 . 0 0 0 5 0 . 0 0 2  5 0 . 0 0 1 0 0 . 0 3 9 8
0 . 0 0 1 7 0 . 0 0 0 1 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 6 0 . 0 3 9 2
5 0 . 0 0 0 1 0 . 0 0 0 9 0 . 0 0 0 1 0 . 0 1 7 6 0 . 0 3 4 3
0 . 0 5 6 1 0 . 0 0 1  - 0 . 0 4 9 6 0 . 0 1 7 c 0 . 0 4 6 0
0 . 0 0 8 4 0 . 0 0 0 1 0 . 0 0 9 9 0 . 0 1 5 3 0 . 0 4 5 8
0 . 0 7 7 1 0 . 0 2 8 6 0 . 1 0 6 9 0 . 0 6 9 3 0 . 0 1 9 2
0 . 0 3 8 5 0 . 0 0 0 4 0 . 0 5 9 9 0 . 0 0 8 5 0 04 66
iO 0 . 0 1 1 3 0 . 0 1  n 0 . 0 1 9 7 0 . 0 6 6 4 0 . 0 3 8 0
0 . 0 0 3 4 0 . 1 6 7 7 * 0 . 0 5 9 7  . 0 . 0 0 3 0 0 . 0 4 3 7
0 . 0 0 3 3 0 . 0 0 1 1 0 . 0 0 3 7 0 . 0 0 6 9 0 . 0 3 6 7
0 . 0 1 5 0 0 . 0 0 4 3 0 . 0 4 6 8 0 . 0 6 0 4 0 . 0 3 5 4
0 . 0 2 6 3 0 . 0 0 1 4 0 . 0 2 9 9 0 . 0 9 3 6 0 . 0 2 3 4
15 0 . 0 1  16 0 . 0 0 2 7 0 . 0 1 0 3 0 . 0 5 2 7 0 . 0 4 9 2
0 . 0 0 1 7 0 . 0 0 1 2 0 . 0 0 0 0 0 . 1 4 8 6 0 . 0 2 7 7
0 . 0 1 9 8 0 . 1 7 7 1 * 0 . 0 0 1 0 0 . 0 0 1 4 0 . 0 4 3 0
0 . 0 3 0 4 0 . 4 9 0 4 ^ 0 . 0 5 0 7 0 . 0 2 9 5 0 . 0 3 2 1
0 . 0 0 0 6 0 . 0 2 2 5 0 . 0 0 4 0 0 . 1 2 1 9 0 . 0 3 1 2
20 0 . 0 3 5 4 0 . 0 0 4 7 0 . 0 4 0 9 0 . 0 0 0 2 0 . 0 4 8 2
0 . 0 3 0 4 0 . 0 1 5 6 0 . 0 3 2 8 0 . 0 1 2 3 0 . 0 2 7 0
0 . 0 0 2 6 0 . 0 1 3 3 0 . 0 0 2 7 0 . 0 0 3 7 0 . 0 3 6 6
0 . 0 0 5 7 0 . 0 0 1 2 0 . 0 0 5 6 0 . 0 0 5 6 0 . 0 3 9 4
0 . 3 6 0 4 * 0 . 0 1  24 0 . 1 7 8 8 * 0 . 0 0 0 0 0 . 0 4 - 9
25 0 . 0 3 6 1 G . 0125 : .  06 31 0 . 0 2 2 2 0 . 0 2 4 4
0 . 0 0 0 2 0 . 0 0 5 7 0 . 0 0 3 2 0 . 0 6 1 6 0 . 0 3 3 2
0 . 2 0 6 7 * 0 . 0 0 3 6 0 . 204/1 0 . 0 0 3 5 0 . 0 3 9 2
T a b l a  4 . 2
- 1 00  -
[ L = l ,  . . , 2 ? ; s i n  t i p i f i c a r  l o s
La t a b l a  4 . 2  r c c o g c  l o s  v a l o r c s  de l a s  i n f l u c n c i a s  d i r e c c i o
n a l e s  1  • • = — Ü_
d a t o s .  O e s t a c a n  como p u n t o s  a n o m a l e s  l o s  c a s e s  11 ,  17 ,  18 ,  24 y 
2 7 ,  l o  que c o i n c i d e  c o n  l o  a p u n t a d o , p o r  Hocking . La t a b l a  4 . 3  
c o n t i e n c  l o s  v a l o r e s  de / x * “ ( t i l , . . . , 2 ? ,
■ ' 0 . 0 1 7 6 0 . 0 0 3 3 0 . 0 1 8 8 0 . 1 3 5 6 0 . 0 3 5 7
- 0 . 0 0 0 8 0 . 0 1 9 7 0 .0 0 0 0 0 . 0 4 6 9 0 . 0 3 3 2
0 .0 0 3 6 - 0 . 0 0 3 2 0 .0 0 2 6 0 .0 0 1 0 0 . 0 3 4 6
0 . 0 0 0 6 - 0 . 0 0 3 7 - 0 . 0 0 0 1 0 . 0 0 0 5 0 . 0 3 4 0
5 - 0 . 0 0 0 9 - 0 . 0 0 3 3 0 .0 0 0 1 0 .0 1  81 0 . 0 2 9 0
0 . 0 5 9 2 - 0 . 0 0 3 2 0 . 0 5 3 5 0 . 0 1 7 7 0 . 0 4 0 7
0 . 0 0 7 6 - 0 . 0 0 1 7 0 . 0 1 0 7 0 . 0 1 5 9 0 . 0 4 0 5
0 . 1 0 1  9 0 . 0 3 4 5 0 . 1 2 2 3 0 . 0 6 5 T 0 . 0 1 4 0
0 . 0 3 9 8 - 0 . 0 0 5 0 0 .0 6 3 6 0 . 0 0 8 4 0 . 0 4 1 4
10 0 . 0 1 3 9 0 . 0 0 9 3 0 . 0 2 3 1 0 . 0 6 8 0 0 . 0 3 2 7
0 . 0 0 5 0 0 . 1 8 7 5 * 0 .0 6 2 6 0 . 0 0 3 0 0 . 0 3 8 5
0 . 0 0 3 4 - 0 . 0 0 3 4 0 . 0 0 3 8 0 . 0 0 7 1 0 . 0 3 1 5
0 . 0 1 8 9 0 . 0 0 6 8 0 . 0 5 4 0 0 . 0 6 0 5 0 .0 3 0 2
0 031 9 - 0 . 0 0 1 6 0 .0 3 6 2 0 . 0 9 3 3 0 . 0 18 1
15 0 . 0 1 0 8 - 0 . 0 0 2 4 0 . 0 1 7 7 0 . 0 5 4 9 0 . 0 4 4 0
0 . 0 0 1 9 - 0 . 0 0 1 4 - 0 . 0 0 0 1 0 . 1 5 2 3 0 . 0 2 2 4
0 . 0 2 2 5 0 . 1 8 1 2 ^ 0 .0 0 1 1 0 . 0 0 1 5 0 . 0 3 7 8
0 . 0 8 1 0 0 . 5 4 9 9 * 0 . 0 5 4 4 0 . 0 2 9 2 0 .0 2 6 8
- 0 . 0 0 0 3 0 . 0 2 3 8 0 . 0 0 5 1 0 . 1 2 5 2 0 . 0 2 6 0
2 0 0 .0 3 6 1 0 . 0 0 4 4 0 . 0 4 3 1 0 .0 0 0 2 0 . 0 4 2 9
0 . 0 3 4 6 0 . 0 1 6 6 0 . 0 3 4 2 0 .C.1 22 0 . 02 17
0 . 0 0 3 0 0 . 0 1 0 8 0 .0 0 2  8 0 . 0 0 3 8 0 . 0 3 1 3
0 . 0 0 4 5 - 0 . 0 0 1 7 0 . 0 0 5 9 0 . 0 0 5 7 0 . 0 3 4 2
0 . 4 6 1 0 * 0 . 0 1 6 6 0 .1 864 *^" 0 .0 0 0 0 0 .0 3 6 6
2 5 0 . 0 4 2 6 0 . 0 1 2 3 0 . 0 6 7 1 0 . 0 2 1 7 0 .01  92
- 0 . 0 0 0 7 0 . 0 0 3 7 0 . 0 0 3 7 0 . 0 6 3 5 0 02 80
0 .2823* * 0 . 0 0 2 5 0 . 2 1 3 8 0 . 0 0 3 1 0 . 0 3 4 0
Tabla 4 .3
En v i r t u d  de ( 4 . 3 6 ) ( u i .....
,  X *
i ,  ,5 ) . Es de d e s t a c a r  l a  c a l i d a d  do l a  a p r o x i m a c i ô n .
101 -
4 . 2 . 2 . b )  C o m p o r t a m i o n t o  do l o s  q r a f i c o s  dc  c o m p o n e n t e s  
p r i n c i p a l e s
H o c k i n g  y Dunn ( 1 9 8 2 )  d e s a r r o l l a n  un a  t é c n i c a  g r â -  
f i c a  de d i a g n ô s t i c o  b a s a d a  en l o s  g r â f i c o s  de p a r c s  de c o m p o n e n ­
t e s  p r i n c i p a l e s ( l c ^ , k ^ ^  ( de l a  m a t r i z  K de
c o m p o n e n t e s  p r i n c i p a l e s  a s o c i a d a  a 2 .  E s t o s  g r é f i c o s  p u e d e n  t e -  
n e r  una u t i l i d a d  t r i p l e :  i )  d e t e c c i ô n  de p r o b l e m a s  de r o u l t i c o l i -  
n e a l i d a d ,  i i )  d e t e c c i ô n  de c a s o s  e x t r e m e s  ( v i i  a l t o )  y i i i )  d e t ec^  
c i ô n  de c a s o s  que  o c u l t a n  o p r o v o c a n  una  s i t u a c i ô n  de m u l t i c o l i -  
n c a l i d a d .  E s t e  t e r c e r  p u n t o  es  o b j e t o  dc  e s t u d i o  en un a r t i c u l e  
de G u n s t  y Mason  ( 1 9 8 5 ) .
La i d e a  i n i c i a l  de H o c k i n g  y Dunn es  e x t e n d i d a  en H o c k i n g  
( 1 9 8 5 )  a l o s  g r é f i c o s  de c o m p o n e n t e s  p r i n c i p a l e s  ( )
, j f t )  de l a  m a t r i z  K*  a s o c i a d a  a Z * .  E l  p r o p ^  
s i t o  de H o c k i n g  es  d e t e c t a r  c a s o s  e x t r e m o s  y " o u t l i e r s "  c o n  e l  
f i n  de l o c a l i z a r  c a s o s  i n f l u y e n t c s  s e g û n  l a  m e d i d a  . L o s
g r é f i c o s  dc  c o m p o n e n t e s  p r i n c i p a l e s  s on  una h c r r a m i e n t a  c l é s i c a  
en l a  d e t e c c i ô n  de " o u t l i e r s "  en a n é l i s i s  m u l t i v a r i a n t e  ( B a r n e t t  
y L e w i s  ( 1 9 7 8 ) ) .
S i n  p r e t e n d e r  e n t r a r  en d e t a l l e  en e l  a n à l i s i s  y u t i l i z a -  
c i ô n  de e s t o s  g r é f i c o s ,  en e s t e  t r a b a j o  se d é s a r r o i l a n  do s  c u e s ­
t i o n e s  no s u f i c i e n t e m e n t e  e x p l i c a d a s  t o d a v i a .  La p r i m e r a  os  c l  
c o m p o r t a m i o n t o  de l o s  g r é f i c o s  de H o c k i n g  y Dunn a n t e  l a  e l i m i ­
n a c i ô n  de un c a s o  i n d i v i d u a l  y l a  s e g u n d a ,  e l  c o m p o r t a m i e n t o  de 
l o s  g r é f i c o s  a u m e n t a d o s  ( k j   ^ ) a n t e  l a  p r e s e n c i a  de p u n t o s
con  a l t o  l e v e r a g e  a m p l i a d o  . Lo més a p r o p i a d o  es m o t i v a r
e s t o s  dos  p r o b l e m a s  c o n  c l  e j e m p l o  d e b i d o  a H o c k i n g  y P e n d l e t o n  
( 1 9 8 3 ) .
E j e m p l o
La f i g u r a  4 . 1 .  m u e s t r a  c l  g r à f i c o  ( k ^ ^ k j )  y l a  f i g u r a
4 . 2  e l  g r é f i c o  de l a s  c o m p o n e n t e s  ( k * , k j  |
-  ! 0 2
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C o n s i d é r e s e  l a  f i g u r a  4 , 1 .  Lo s  p u n t o s  24 y 27 se e n c u c n t r a n  
f u e r a  d e l  " g a u g e "  dc modo que s o n ,  a u t o m a t i c a m e n t e ,  e x t r e m o s .  La 
a n o m a l ! a  dc  e s t o s  c a s o s  se de be  a su c a r é c t e r  e x t r e m e  en l a  d i -  
r e c c i ô n  k j  . P o r  o t r o  l a d o ,  e l  g r é f i c o  s u g i e r e  qu e  a l  e l i m i n a r  
l o s  p u n t o s  24 y 27 se p r o d u c i r é  una s i t u a c i ô n  de m u l t i c o l i n e a l i ­
dad  en e l  m o d e l o .  E s t a  a f i r m a c i ô n ,  de c a r é c t e r  i n t u i t i u o ,  n c c e -  
s i t a  dc  una p o s t e r i o r  j u s t i f i c a c i ô n .
En l a  f i g u r a  4 . 2 ,  l o s  p u n t o s  24 y 27 a p a r e c e n ,  de n u e v o ,  
como c a s o s  d e s t a c a d o s .  Una i n f o r m a c i é n  n u e u a  es  l a  a p a r i c i ô n  de 
l o s  c a s o s  1 1 ,  18 y 17 d e b i d o  a l  v a l o r  a n ô m a l o  dc  l o s  r e s i d u a l c s .  
Es i n t e r e s a n t e  s u b r a y a r  que l o s  p u n t o s  de a l t o  r e s i d u a l  se d e s t a -  
can  en l a  d i r e c c i é n  d e l  me no r  de l o s  a u t o v a l o r e s  de Z  2  m i  e n ­
t r a s  que l o s  p u n t o s  24 y 27 son  a n é m a l o s  en l a  d i r e c c i é n  dc . 
E s t e  h e c h o  no es  c a s u a l  y pu ed e  e x p l i c a r s e  dc  f o r m a  r i g u r o s a  em- 
p l e a n d o  un r c s u l t a d o  d e l  c a p i t u l o  I I .  ^
La c u e s t i é n  p l a n t c a d a  en l a  f i g .  4 . 1  p u e d e  c o n t e s t a r s c  c o n  
f a c i l i d a d  c m p l c a n d o  l a  f o r m u l a  ( 4 . 3 7 )
I  \ ~  . 1 -  1
H • ^  '‘ ‘j ■ ^  ^  ïk, '-'k
l o s  p u n t o s  24 y 27 son  e x t r e m o s  en l a  d i r e c c i é n  de y ,  p o r
c o n s i g u i e n t e ,  su  e l i m i n a c i é n  p r o d u c i r é  un d e s c e n s o  en e l  a u t o v a ­
l o r  X i  . A l  no h a b e r  n i n g û n  p u n t o  d e s t a c a d o  en l a  d i r e c c i é n  
Yj e l  a u t o v a l o r  X j  es  r e l a t i v a m e n t e  r o b u s t e  a n t e  l a  e l i m i n a ­
c i é n  de e s t o s  do s  c a s o s .  P o r  c o n s i g u i e n t e , l o s  " o u t l i e r s "  24 y 27 
e s t é n  o c u l t a n d o  un p o t e n c i a l  m u l t i c o l i n e a l i d a d  en e l  m o d e l o . E s ­
t a  c o n c l u s i é n  p u e de  o b t e n e r s e  c o n s u l t a n d o  l o s  r e s u l t a d o s  n u m c r i -  
c os  de l a  t a b l a  4 . 4 .  En d i c h a  t a b l a .
Casos *l lm. ^ l U ) ^ U r ) ^3111 ^ 3( 1)
I
( 2 4 )
( 2 4 , 2 7 )
0 . 3 4 0 0  
0 . 1 5 7 6  
0 . 0 1 7 7
0 . 1 7 1 6
0 . 0 3 1 6
1 . 8 4 8 0  
1 . 9 8 7 3  
2 . 1 0 2 4
1 . 9 6 4 6  
2 . 0 8 7 4
T a b l a  4 . 4 .
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s e g û n  ( 4 . 3 7 ) .  La a p r o x i m a c i ô n  es s u f i c i e n t e m e n t e  c o r r e c t s ,  e s -  
p e c i a l m e n t e  en l o  que r e s p e c t a  a X j  .
E s t e  e j e m p l o  sc  pu ed e  a p r o u e c h a r  p a r a  d e s a r r o l l a r  l a  c u e s -  
t i o n  p l a n t e a d a  en l a  f i g u r a  4 . 2 .  E l  p r o b l e m a  sc  d e s v i a  d e l  t cma  
g e n e r a l  d e l  c a p i t u l o  a u n qu e  c o n s t i t u y e  una p r o p i e d a d  i n t e r e s a n t e  
de l o s  g r â f i c o s  de c o m p o n e n t e s  p r i n c i p a l e s .  En e f e c t o ,  l a  f i g u r a
4 . 2  p u e de  a n a l i z a r s e  en t e r m i n e s  de una e x p r e s i ô n  c o n v e n i e n t e
de k j  . E l  d é s a r r o i l o  p a r t e  de l a  f o r m u l a  ( 2 . 2 5 )  d e l  c a p i t u -
l o  11 .  Se s ab e  que y ^as  un a u t o u e c t o r  n o r m a l i z a d o  a s o c i a d o  a l  a u t o ­
v a l o r  de K *  Z  ( j  = 1,2,  . . ^m) . ( L a  n o t a c i ô n  es l a  mi sma que
en ( 2 . 2 5 ) ) .  P o r  c o n s i g u i e n t e ,  s i  K*  =  ^ k," _ . , k  ^  ) , es
^ 2 % 
d o n de  CLj r  1 + 0 ! -  X j  I p ]  u . |   ^ -  i  . ,  m )  . La f o r m u l a  de
( 4 . 3 8 )  pu ede  r c e s c r i b i r s e  dc ma ne r a  mâs c o n v e n i e n t e . P u e s t o  que 
s e g û n  ( A . 1 ) ,  h a c i e n d o  l a s  o p e r a c i o n e s  c o n v e n i e n t e s  se l l e g a  a
d o nde
. i „ - 2 i n r 2 ' , x ] n *
s i c n d o  ^  ( X^  -  X^1 j  . P o r  c o n s i g u i e n t e ,
[ l „ - ,, s -i- . Kc?
S ,  i
( 4 . 3 9 )
d o n de  Cj es  un v e c t o r  p x l  de c o o r d e n a d a s
< X', • ( 4 . 4 0 )
 f
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P o r  o t r o  l a d o ,  l a  c o n s t a n t e  cti  de l a  e x p r e s i ô n  ( 4 . 3 8 )  es
i
a r è s
K. Y j  ( 4 . 4 1 )
F i n a l m e n t e , s u s t i t u y c n d o  ( 4 . 3 9 )  en ( 4 . 3 8 )  se l l e g a  a
i .= A, m  ( 4 . 4 2 )
iS  ' 2 T -  [  " i
E s t e  r e s u l t a d o  es  l a  b a s e  de l a  i n t e r p r e t a c i ô n  de l o s  g r â f i c o s  
de c o m p o n e n t e s  p r i n c i p a l e s .
Cuando  % 0  , e n t o n c e s  l a s  c o o r d e n a d a s  d e l  v e c t o r  
s o n  p e q u e ô a s , en v i r t u d  de ( 4 . 4 0 ) .  P o r  c o n s i g u i e n t e ,  de ( 4 . 4 2 )
kj conat X e
y ,  a s i ,  l a s  c o m p o n e n t e s  p r i n c i p a l e s  a s o c i a d a s  a d i r e c c i o n e s  c o n  
a u t o v a l o r e s  p e q u e f l o s  se c o m p o r  t a n  s e g û n  e l  p a t r ô n  de l o s  r e s i -  
d u a l e s .  Como X j *  = 0 0 3 ,  e s t e  r a z o n a m i e n t o  e x p l i c a  l a  a p a r i c i ô n  
de l o s  p u n t o s  1 1 ,  18 y 19 como d e s t a c a d o s  en l a  d i r e c c i ô n  de 
Y^.  En c o n c r e t e ,  en e s t a  s i t u a c i ô n  se t i e n e  C* = ( - 0 . 0 4 7 ;
0 . 0 0 3 ;  0 . 0 0 0 ) .
S i  X j  es r a z o n a b l e , l a  c o m p o n e n t e  de ( 4 . 4 2 )  e s t â  d o m i n a d a  
p o r  l a s  c o o r d e n a d a s  a l t a s  d e l  v e c t o r  . En e l  c a s o  d e l  e j e m ­
p l o ,  X* = 0 . 3 4 4 ,  cJ = ( 4 0 . 1 2 8 ;  0 . 0 6 1 ;  0 . 0 6 3 )  y ,
CL* = 3 9 . 7 6 3  de modo q u e ,  s e g û n  ( 4 . 4 2 )
-- *  s  k , -
E s t e  r e s u l t a d o  i n d i c a  c ômo,  en e l  e j e m p l o , l o s  " s c o r e s "  de 
son  1 i g e r a m e n t e  s u p e r l o r e s  a l o s  de . E s t o  e x p l i c a  l o  que 
o c u r r e  on e l  e j e m p l o ,  d o n de  l o s  p u n t o s  24 y 27 e s t â n  d e s t a c a d o s  
en l a  d i r e c c i ô n  de ^ 1  y , de n u e v o ,  en l a  d i r e c c i ô n  de •
Ob -
6
4
2
0
2
6
MP. A .  3
6
4
2
0
2
4
6
F t  p . 4.4 
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La f i g u r a  4 . 3  es  un i n d e x  p l o t  d e l  v e c t o r  e ( t r a z o  n e g r o )
y O t k '  ( ol>6 5 1 )  ( t r a z o  r o j o ) .  P o r  su p a r t e ,  l a  f i g u r a  4 . 4  es
un i n d e x  p l o t  de ( t r a z o  n e g r o )  y bl<j  ( t r a z o  r o j o )
(b  % 1 5 )  . E s c l a r o  que  Ê % ûJ<* y k j  % k j  .
4 . 2 . 2 . C )  I n f l u e n c i a  en c o m p o n e n t e s  p r i n c i p a l e s
R e c i e n t e m e n t e , C r i t c h l e y  ( 1 9 8 5 )  y J o l i f f c  ( 1 9 8 6 )  
ha n  i n i c i a d o  l o s  p r i m c r o s  p a s o s  en c l  a n à l i s i s  de i n f l u e n c i a  en 
c o m p o n e n t e s  p r i n c i p a l e s  d e n t  r o  d e l  c o n t e x t e  d e l  a n à l i s i s  m u l t i ­
v a r  i a n t e  . Une de l o s  p r o b l e m a s  c s t u d i a d o s  es l a  e s t i m a c i ô n ,  me-  
d i a n t e  l a  c u r v a  dc  i n f l u e n c i a  c m p i r i c a ,  d e l  c a m b i o  en l o s  a u t o -  
v a l o r c s  de l a  m a t r i z  de c o r r e l a c i ô n  a l  é l i m i n a  r  un c a s o  d e l  a n à ­
l i s i s .  J o l i f f e  on e l  c a s o  de l o s  a u t o v a l o r e s ,  m u e s t r a  como e s t e  
m c t o d o  no es muy p r e c i s e  c u a n d o  c l  t amaMo m u e s t r a l  es  b a j o .  E s t a  
c u e s t i é n  pu ede  r c s o l v e r s e  c o n  l a  t c o r i a  d o s a r r o l l a d a  en e s t e  c a ­
p i t u l o .
En e f e c t o ,  s i  Z. *  2  ^ es  l a  m a t r i z  de c o r r e l a c i ô n  a s o c i a d a  
a una m u e s t r a  dc tamaMo n dc  una p o b l a c i ô n  n o r m a l  p - v a r i a n t e  
e s c l a r o  que X j  -  ]  d o nde  ^  es  l a  f .  dc  d i s t r i b u -
c i ô n  c m p i r i c a  de l a  m u e s t r a  ( j  = i , p ) . P o r  c o n s i g u i e n t e , l a  
t é c n i c a  d e l  a p a r t a d o  3 es a p l i c a b l e  p a r a  l l e g a r ,  de n u e v o ,  a l a
f ô r m u l a  ( 4 . 3 0 ) .  A l  s e r  e l  r e s t e  de o r d e n  o f - ^ l  , c l  p r o c e d i m i e n -
. • *  ' n »
t o  de c s t i m a r  c l  c a m b i o  u s a n d o  l a  c u r v a  de i n f l u e n ­
c i a  m u e s t r a l  es t a n t o  màs e x a c t e  c u a n t o  m a y or  sea  e l  tamaMo mu e^  
t  r  a 1 .
No es e l  o b j c t i v o  de e s t e  t r a b a j o  e n t r a r  en d e t a l l e  en  e l  
a n à l i s i s  dc e s t e  p r o b l e m a . O t r o s  a r t i c u l o s  r e l a c i o n a d o s  c o n  l a  
i n f l u e n c i a  en c o m p o n e n t e s  p r i n c i p a l e s  en a n à l i s i s  m u l t i v a r i a n t e  
son  l o s  de B c n a s s e n i  ( 1 9 8 5 )  y C a l d e r ,  J o l i f f e  y M o r g a n  ( 1 9 8 6 ) .
4 . 2 . 3 .  O t r a s  t é c n i c a s
4 . 2 . 3 . a )  D a t o s  s i n  t i p i f i c a r ;
E l  c a m b i o  en l o s  (  ^ pu ed e  j u z g a r s e  t a m b i é n
u t i l i z a n d o  e l  h e c ho  de que a l  e l i m i n a r  X *  d e l  a n à l i s i s ,  l a  ma­
t r i z  de p r o d u c t o s  c r u z a d o s  p e r t u r b a d a  y l a  o r i g i n a l  g u a r d a n  e n ­
t r e  s i  l a  r e l a c i ô n
l ÛS  -
que os  dc  l a  f o r m a  ( A . 1 0 ) c o n  X , A s X * X  y
G) = - X * X ^ *  • E1 û n i c o  a u t o v a l o r  no nu 1 o dc  l a  m a t r i z  B t i e n e
m o d u l o  II %*- Il y e s t é  a s o c i a d o  a l  a u t o v e c t o r  X- . P o r  c o n s i ­
g u i e n t e ,  b i e n  a p l i c a n d o  e l  t c o r o m a  dc Wi elandt -Hof fman de ( A . 17 )  
o l a  d e s i g u a l d a d  ( A . 18 )  se t i e n e :
I -  A^ ( ' ^  I ^  I  X;* 1) m . m r l  ( 4 . 4 3 )
E s t a  d e s i g u a l d a d  e s t é  dc a c u e r d o  con  l a  a p r o x i m a c i ô n  da da  en
( 4 . 3 0 )  p o r q u e ,  en v i r t u d  dc l a  d e s i g u a l d a d  de C a u c h y - S c h w a r t z , se 
t i e n e  k - |  - [  Yj*'  ^ ^  il 11
U t i l i z a n d o  l a  d e s i g u a l d a d  ( A . 18 )  p u e d e  o b t e n e r s e  m a y o r  i n -  
f o r m a c i ô n .  T omando A r  X** y en ( A .  19 )  se d e d u ­
ce que
^  ^  \  , m  , m , i  ( 4 . 4 4 )
De ( 4 . 4 4 )  se d e d uc e  que l o s  a u t o v a l o r e s  de ^  (i) ^ 11 )  s o n ,  uno
a u n o ,  m o n o r e s  o i g u a l c s  que l o s  de X* X* • La ma y o r  d i s t a n c i a  
a l a  que p u ed en  e s t a r  do s  a u t o v a l o r e s  c o r r c s p o n d i e n t e s  es 
1N(*I1 ’ c l  c u a d r a d o  dc  l a  no r ma  e u c l i d e a  dc  .
F i n a l m c n t e ,  p u ede  e s t a b l c c e r s e  un t e o r e m a  de s e p a r a c i ô n  
a n â l o g o  a l  d e l  a p a r t a d o  4 . 2 . 2 . a ) .  S i  en ( A . 20 )  se p o n cn
k  = m t i  , S = 2 , A « ^  ( l )  y % T X(*  X j  , se t i e n e
^  ( r - i ) ( l )  ( 4 . 4 5 )
R e u n i e n d o  ( 4 . 4 4 )  y ( 4 . 4 5 )  se t i e n e
^  ^  ^ i ( i )  ^  A^ ^  ^Z(v) ^  ^  ^m(L)  ^  ^  ^
(4 .46 )
E l  t e o r e m a  de ( 4 . 4 6 )  es  un r e s u l t a d o  de t i p o  g l o b a l  p a r a  c l  
c o n j u n t o  do a u t o v a l o r e s  de X *  X *  a l  c o n t r a r i o  que ( 4 . 4 3 ) ,
( 4 . 4 4 )  y ( 4 . 4 5 )  que se r e f i c r e n  a un a u t o v a l o r  c s p e c i f i c o  de
x*'x*.
4 . 2 . 3 . b ) D a t o s  t i p i f i c a d o s  
La f ô r m u l a  de ( 4 . 2 )
l à .
1 -
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que e s  v a l i d a  t a m b i é n  c u a n d o  j z  k  ( ^ ^ es  do u t  i  1 i d a d
en e s t e  c o n t e x t e .  Segûn ( 4 . 2 ) ,  l a  m a t r i z  de c o r r c l a c i o n e s  que 
se o b t i e n e  a l  s u p r i m i r  un c a s o  de 1 a n à l i s i s  es
i r 'H - l , , , . E r ‘ i r ' r )  - e‘ -‘ r- r* 't * ' * ,
,  £ r ‘ - s * s * '  ( » - " )
donde EJ *  dêag i  -  F *  , ' ■ ■ i (   ^ "  "^ " /n  )   ^ v e c t o r
r '  s   ^ . . .  , r ^ y  • La e x p r e s i ô n  de ( e . 4 7 )  es d e l  t i p o
'■ v n
C = A+B y p u e d e  t r a t a r s e  c o n  e l  t i p o  dc  t é c n i c a s  d e s c r i t a s  en 
e l  a p c n d i c e .
Es f â c i l  v e r  que l o s  a u t o v a l o r e s  de E" ( 2* Z**] s on
l o s  de 2 *  r e l a t i v e s  a y se e s c r i b i r â n
La c o n d i c i ô n  ^ 2 *  2 *  | ^  se c u m p l e  c on  p r o b a b i l i d a d  1
p o r  s e r  2 * 2 *  y dos m a t r i c e s  d e f i n i d a s  p o s i t i v a s  c . s .
(Rao ( 1 9 7 3 ) ,  p â g .  7 4 ) .
C rS i  %  i ( n  o ,  de m a n e r a  é q u i v a l e n t e ,  s i  t o d o s  l o s  ^
%  0  se p u e de  p o n e r  de modo a p r o x i m a d o  Z *  | j  %  \
La c o n d i c i ô n  ^  ^  ( j.% 1 ) o c u r r e  s i  0^^* % . En
e f e c t o ,  u s a n d o  l a  f ô r m u l a  ( A . 7 )  d e l  a p c n d i c e  es  f â c i l  p r o b a r  que
a »  =  2 ^ ^  + m * -  ( 1 , 2 , . . .  , m ] ( 4 . 4 8 )
s i e n d o  rn*- 0  . Como 2.*^ m/  ^ /  i  j , l a  i d e n t i d a d
( 4 . 4 8 )  p r u e b a  l a  a f i r m a c i ô n  a n t e r i o r .  S i  a l g û n  | | —^  l  l a
a p r o x i m a c i ô n  Xj ^ 2 *  2 *  | E* ^ > 6  X* y a no se r â  t a n  c o r r e c t s .
De l a  d e f i n i c i ô n  de es
y ,  de n u e v o ,  s i  0 ^  es  ||S(^ % 0  y ,  de modo a p r o x i m a -
, p . „ ,
[  ^* ^ / e-^ 1 ^ Il sr 1 ’ < ' 0
De ( 4 . 4 9 )  se d e d u c e  que l a s  g r a n d e s  p c r t u r b a c i o n e s  en l o s  a u t o ­
v a l o r  es  ha n  de v e n i r  n e c e s a r i a m c n t c  de c a s o s  d i s t a n t e s  o i n f l u -  
y e n t e s  s e g ûn  0 ^ *  .
- 1 1 0 -
P u a d a n  c s t a b l e c c r s c  t a m b i é n  l a s  d e s i g u a l d a d c s  que  c o n d u c e n  
a l a  o b t e n c i ô n  dc un Teorema dc s e p a r a c i à n  a n â l o g o  a ( 4 . 4 6 ) .  
Segûn ( A . 19 )  y ( A . 2 0 ) ,
- I l s ;  1 1 %  | b - %  c  * ; [ ( r ' E ' ) , ; , ]  i
i  = 1 , . ,  m
C r  <  C . ( r . n  L I 2 ' ' 2 ' ) u l ]
y= 1 , 2 , . ,  n ^ - i
Oc e s t a s  do s  c a d e n a s  dc d e s i g u a l d a d c s  se d e d u c e  que
0< ^ Ib 'M  i  (
< . <  x' „ [ <  x ;  [ z* ' z '  1 E : ' ]
F i n a l m e n t e , l a  i d e n t i d a d  ( 4 . 4 7 )  p u e d e  s e r  u t i l  en  o t r o  c o n -  
t e x t o .
En v i r t u d  de l a  f o r m u l a
[» L ,
e l  c a m b i o  en l a  e s t i m a c i ô n  de l a  v a r i a n z a  de una co mb i n a c i ô n  
l i n e a l  es  p o s i t i v o .  S i n  e m b a r g o ,  s i  se t r a b a j a  con  d a t o s  t i p i f i ­
c a d o s ,  p u e de  s e r  n e g a t i v e .  En e f e c t o ,  con  d a t o s  t i p i f i c a d o s  l a  
d i f e r e n c i a  v a r  [  j ^  -  v i l ' ^  X'ot ^  es p r o p o r c i o n a l  a
] X  . Usando  e l  a n â l o g o  p a r a  Z E  de ( 4 . 4 7 )  
y e l  r e s u l t a d o  de i n v e r s i ô n  a d c c u a d o  es  ,
. t j H ' Z r ‘ E ;  .  E d Z ' Z l ' I i i W  t Z Z r ^ E :
y , p o r  c o n s i g u i e n t e ,  i a  d i f e r e n c i a  v a r [  -  l i r
p r o p o r c i o n a l  a
- e ; ‘ i z ' z ) - ‘ e : ‘ ] e ; X
S i  X es  o r t o g o n a l  a l  v e c t o r  E ( £ 2 )  , ( 4 . 5 2 )  se s i m p l i f i e s
-  xH z ' z ) ' ^  X 4 0
Como c o n c l u s i ô n ,  c u a n d o  l a  t r a n s f o r m a c i ô n  d e p e n d e  de l o s  
d a t e s  no  ha y  un p a t r ô n  s i s t e m â t i c o  dc  a u m en t o  de l a  v a r i a n z a  a l  
e l i m i n a r  un c a s o  como i n d i c a  l a  i d e n t i d a d  ( 4 . 5 1 )  en a u s e n c  i  a dc 
t i p i f  i c a c i ô n .
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4 . 3 .  I n f l u e n c i a  en l o s  a u t o v e c t o r e s
L o s  r e s u l t a d o s  que  se o b t i c n c n  c on  l o s  a u t o v e c t o r e s  dc  l a  
m a t r i z  de p r o d u c t o s  c r u z a d o s  no s on  e x c e s i v a m e n t e  u t i l e s  y p o r  
e l l o  e l  p r o b l e m a  se t r a t a  con  c i e r t a  b r e v e d a d .  P a r a  f i j a r  i d e a s ,  
e l  e s t u d i o  se c e n t r a  en l o s  a u t o v e c t o r e s  de l a  m a t r i z  de c o r r e ­
l a c i ô n  a m p l i a d a  2 * 2 * .  E v i d c n t e m e n t e , un e s t u d i o  p a r a l e l o  p o -  
d r é  h a c e r s e  p a r a  l a s  m a t r i c e s  2 2 , % X o X*  X
4 . 3 . 1 . A u t o v e c t o r e s  como f u n c i o n a l e s
Dado que Z  2 *  *  B L^n1 , e l  j - é s i m o  a u t o v e c t o r  de
l a  m a t r i z  de c o r r e l a c i ô n  a m p l i a d a  es un f u n c i o n a l  en . S e ­
gûn l a  e x p r e s i ô n  ( 4 . 2 4 )  p a r a  V* + £  y l a  f ô r m u l a
( A . 14 )  l a  " p s e u d o - c u r v a "  de i n f l u e n c i a  e m p i r i c a  p a r a  e s :
C M , ' , .  L  „■
'♦ i
do nd e  en ( 4 . 5 3 )  es . l#
L-' - [ % •  c M ]  .V T  i-
R [f„-] = J_ [ C [ç; ] , E [f*] b[e;] ]
( 4 . 5 3 )
( 4 . 5 4 )
La e x p r e s i ô n  ( 4 . 5 3 )  se  p u e de  r e e s c r i b i r  de m a n e r a  més c o n v e n i e n -
\
t e .  Sea l a  m a t r i z
G : = dia<j r ■ ■ ■ ■ 1 0 r ■ ■ ■ ■ I  —%' M  v-x; ' ' '
que p u e d e  e x p r e s a r s o  t a m b i é n  como
do nde  es  e l  j - é s i m o  v e c t o r  c a n ô n i c o  de IR . Es f â c i l  v e r
que  ( 4 . 5 3 )  se p u e de  p o n e r
c i ^  l | - )  = C - G ’ C * ' [ R L f . ' l  - ' ^ ' “ - * ' 1  ( j *
y como,  en v i r t u d  de ( 4 . 5 5 ) ,  es
s u s t i t u y e n d o  en ( 4 . 5 6 )  se t i e n e ,  f  i n a l m e n t e , z
- 11 :  -
L%i - y; '  R L^n y; ] % - r k ] ] )  ïj- =
' ( 4 . 5 7 )a n a £ ^ ( ( . - )
~  r  T
En ( 4 . 5 7 )  l a  m a t r i z  R LV^* i
R LV] = [(2-'2'l H Lf„i '  HLf.'l (2*'z*)]
d o n d c  ^  L^ft 1  c s una m a t r i z  d i a g o n a l  de j - é s i m o  e l e m e n t o  d i a g o -  
= ^  ■
Segûn l a  t é c n i c a  d i s e n a d a  en e l  a p a r t a d o  3 ,  se
t i e n e
'  % T  • i f )  - IT T  " " ' ' ( F  ’ i f )  "  t ; ï '
s i  r\ es  s u f  i c i e n t e m e n t e  g r a n d e .  La e x p r e s i ô n  ( 4 . 5 8 )  a s i g n a  a
c a d a  c a s o  una m a g n i t u d  v e c t o r i a l  en IR , e s p a c i o  en e l  que no
se d i s p o n e  de un o r d e n  n a t u r a l .  P o r  c o n s i g u i e n t e ,  ( 4 . 5 8 )  n e c e s i -  
, ->/ _
t a  de una no rma  C f M  p a r a  o r d c n a r  l o s  c a s o s  s e g ûn  su
i n f l u e n c i a .  En a u s e n c i a  de o t r o  t i p o  de c o n s i d e r a c i o n e s , una 
e l e c c i ô n  c o n v e n i e n t e  es  t o m a r  l a  m a t r i z  M d e f i n i d a  p o s i t i v a
_  < « ■ » )
T omando M como en ( 4 . 5 9 ) ,  l a  e x p r e s i ô n  CTE^ M C f  es i g u a l  a
m:%- - R M  -R[Vl (i'] -
-  [ ^ 1  -  ï j * '
Como 2- = 2 _  y ' f  ’ se t i e n e
( 4 . 6 0 )
41 X i — I kL  y
Yj" ^  [ f  y;  = xf 2.^  V -
de m ane r a  q u e ,  s e g û n  ( 4 . 6 0 )  y ( 4 . 3 0 )  se t i e n e
^  l ' ‘ '] •RÏ-X"! Yj’ J R [f.'l ifj*] -
-
r e s u l t a d o  q u e ,  en c i e r t o  modo,  r e l a c i o n a  l a  i n f l u e n c i a  de un c a ­
so  en X j *  c o n  l a  i n f l u e n c i a  en e l  c o r r e s p o n d i c n t c  a u t o v e c t o r  
n o r m a l i z a d o .
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4 . 3 . 2 .  Caso p a r t i c u l a r . ( C r i t e r i a  dc  W i l k s )
Uno dc  l o s  c r i t c r i o s  màs u t i l i z a d o s  p a r a  d c t c c t a r  
un ( û n i c o )  " o u t l i e r "  en un a  m u e s t r a  m u l t i v a r i a n t e  es  d e b i d o  a 
W i l k s  ( 1 9 6 3 ) .  E l  m c t o d o  e s t a  r e c o g i d o  en G n a n a d e s i k a n  ( 1 9 7 7 ) ,  
B a m a t t y L e w i s  ( 1 9 7 8 )  y C o o k - W e i s b e r g  ( 1 9 8 2 ) .  A c o n t i n u a c i o n , se 
e s t u d i a  e s t e  c r i t e r i a  p a r a  l a  d e t e c c i ô n  de c a s o s  i n f l u y e n t c s  en 
l o s  a u t o v e c t o r e s .
S can  j c „  v e c t o r e s  en R  y s e a n  t a m b i é n
c  s - i — ^  C; » ^  '  Z_ - c )  . E l  c r i t e r i o  de W i l k s
I» 1 L • 1
e l i g e  como p o s i b l e  " o u t l i e r "  s i  m i n i m i z a  l a  r a z ô n
Como | A |  es  p r o p o r c i o n a l  a 1 c u a d r a d o  d e l  v o l u m e n  d e l  
e l i p s o i d e  î. '  A  ^ 2  6  1  , m i n i m i z a r  ( 4 . 6 1 )  es  é q u i v a l e n t e  a m i n i m i -  
z a r  e l  v o l u m e n  r e s t a n t e  d e s p u é s  de e l i m i n a r  C( * c  l o  q u e ,  en 
c i e r t o  s e n t i d o ,  i n d i c a  que  c^ e s t é  a l e j a d o  de l o s  demas C j  . 
U s and o  e l  r e s u l t a d o  ( A . 3)  s o b r e  d é t e r m i n a n t e s , m i n i m i z a r  ( 4 . 6 1 )  
es  é q u i v a l e n t e  a m a x i m i z a r  l a  d i s t a n c i a
d(  .  (C; - c ) ’ A ‘ M c ; . - c ) ( 4 . 6 2 )
. 1
de C( a C r e l a t i v e  a l  e l i p s o i d e  d e f i n i d o  p o r  Û
S u p ô n g a s e  a h o r a  e l  c a s o  p a r t i c u l a r  en e l  quo ^  k
^ L 3  i , .  . ,  n ) p a r a  un d e t e r m i n a d o  ^  . Se t r a t a  de d e m o s t r a r
q u e ,  en e s t a  s i t u a c i ô n ,  e l  c r i t e r i o  de W i l k s  a p l i c a d o  a l o s
: i m a d a m e n t e , é q u i v a l e n t e  a l a  
’ l e v e r a g e "  0"-^' . En e f e c t o ,  en v i r t u d  de
( 4 . 5 8 ) ,  Y r ~ Y r ( L \ ^ ^ Â E ' l y ' ; * )  t i  = ^ ( "  ) de modo que t o m a n d o
Yj *  -  y  e s ,  a p r o x i m a d i
c o n s i d e r a c i ô n  d e l  " l
 . 5 ^ ,  j* -   C i  E ^  t Y^*)    t j
C j ^ ï C l t - l y * ]  \ i . ï i , . . . , n ]  , se t i e n e ,  en v i r t u d  de ( 4 . 5 7 ) ,
%  a - M  K j * '  » ( , * '  R  [ f . i  -
= Y j * ' R  L M  Y, *
; 1„  £  - O  , es
' = i f  • (• R t f . ' l ]
y ,  p o r  c o n s i g u i e n t e ,
k - c ) '  %  -  k \ * '  A " - '
- 1 1 4 -
A s i  p u e s ,  l a  m a t r i z  A  = 2_ l ^  k *  A*  ^%* Z *  A*^ y ,
p o r  t a n t o ,  l a  d i s t a n c i a  d ;  de ( 4 . 6 2 )  e s ,  ap rox i madamente
d- 75i 2 .- ' 1 2 * 'Z *)'^  i *  *  O-..; -  r o--.; [ l ]
^ t e  r e s u l t a d o  i n d i c a  que e l  p u n t o  més d e j a d o  en r e l a c i ô n  
con  C i  E^ c o r r e s p o n d e  a l  c a s o  c on  m a y o r  " l e v e r a g e "  •
5 .  INFLUENCIA EN LOS FACTORES DE INFLACION DE LA VARIANZA
A d i f e r e n c i a  c on  e l  a u t o s i s t e m a  e x i s t e n  r e l ^ a c i o n e s  e x p l i c i ­
t a s  e n t r e  l o s  V T ^ j  y e l  c o r r e s p o n d i e n t e  . Es c o n v e ­
n i e n t e ,  p u e s , d i v i d i r  e s t e  a p a r t a d o  en do s  s e c c i o n e s :  u n a ,  d e d i -  
c ada  a l  m c t o d o  d i r e c t e  de a n é l i s i s  de l a  r e l a c i ô n  o c a m b i o  de 
V I F j *  a V I F  y o t r a ,  d e d i c a d a  a l o s  r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s
m e d i a n t e  l a  t é c n i c a  d e l  a p a r t a d o  3 .  P o r  s u p u e s t o ,  e l  e s t u d i o  p a ­
r a  l o s  V I F d i s e u r r c  p o r  c a m i n o s  p a r a l e l o s  a l  e s t u d i o  d e d i c a d o  
a l o s  f a c t o r c s  de i n f l a c i ô n  de l a  v a r i a n z a  en l a  m a t r i z  a m p l i a d a .
5 . 1 .  M é to do  d i r e c t e
5 . 1 . 1 .  D a t o s  s i n  t i p i f i c a r
En e l  c o n t e x t e  dc  d a t o s  s i n  t i p i f i c a r  i n t e r c s a  l a  e x ­
p r e s i ô n  de l a  i n v e r s a  de l a  m a t r i z  X* X* . Segûn l a  f ô r m u l a  de
[ t ' ' r
5 ) s e t  i c n e
Ill
i SCE SCE ( 4 . 6 3
P>' 1
5CE. SCE /
de d o n d e ,  c on  l a  n o t g ^ c i ô n  h a b i t u a i ,  es
V IF * VIF; 4. = VIF
i  SCE 
VIF
r ' ....
m*l
) F(
1
SCE
m ( 4 . 6 4 )
( 4 . 6 5 )
Como es  u s u a l ,  en ( 4 . 6 4 ) d é n o t a  e l  j - é s i m o  e s t a d i s t i c o  F
p a r c i a l .
La i n f l u e n c i a  de un c a s o  i n d i v i d u a l  en ( 4 . 6 5 )  se p u e de  e s t u ­
d i a r  a n a l  i z a n d o  l o s  c o c i e n t e s  V I F n i * i ( ( )  / v / i r  *  . En v i r j t u d  dc
/  ' ' v  m»i  p . i
l a  f ô r m u l a  c i t a d a  en l a  i n t r o d u c c i ô n  S C E  « 5 C E  4 - — i —  , sc
1 1 5 -
s i g u c  que S CE SCE
S C E j i j  S C E
I  -
!_ ( 4 . 6 6
1 - — - 4 ^  r 1 -SCE ( 1 - D-J n-m ''
es una f  une i o n  m o n o t o n a  d e l  i - é s i m o  r e s i d u a l  e s t u d c n t i z a d o  i n t e r ­
ne . P o r  c o n s i g u i e n t e ,  ( 4 . 6 6 )  i n d i c a  que l a  i n f l u e n c i a  de un  c a s o  
en e l  u l t i m o  f a c t o r  de i n f l a c i ô n  de l a  v a r i a n z a  de l a  m a t r i z  am­
p l i a d a  s i n  t i p i f i c a r ,  es  é q u i v a l e n t e  a l a  d e t e c c i ô n  de " o u t l i e r s "  
en e l  m o d e l o  ( 1,1 ) .
Segûn ( 4 . 6 4 ) ,  e l  c o c i e n t e  e n t r e  V I F  j  y
i j *  i  . •••, rn ^ es  ^
VFFI -U)  _ \ ^ ^  n - i m t i )  i . n \  ( 6 . 6 7 )
VI FJ  L VIF- J l  ^ _ 1 _  F:
« 4 n - m  •-
que f a c t o r i z a  en dos  c o m p o n e n t e s  d i f e r e n c i a d a s . P a r a  e s t u d i a r  l a  
p a r t e  r e l a t i v e  a l o s  e s t a d i s t i c o s  Fj  p a r c i a l e s ,  pu ed e  a c u d i r s e  
a l a  f ô r m u l a  f i -  / \  Vl% - tlMI n - m r ' ( 4 . 6 8 )
n-m - r;
[  '  '  ]
d o nd c  ^  es l a  c o r r e l a c i ô n  e n t r e  p.  y  ^ p  y t j  es  e l  j - é s i m o
e s t a d i s t i c o  t - p a r c i a l  ( p o r  t a n t o ,  F^  = t j  ) .  E l  r c s u l t a d o  ( 4 . 6 8 )  
se debe  a C o o k - W e i s b e r g  ( 1 9 8 2 ,  p â g .  1 1 2 ) .
En r e l a c i ô n  con e l  s e g u n d o  f a c t o r ,  ( 4 . 6 8 )  po ne  de m a n i  f i c s t o
que l a  e l i m i n a c i ô n  de un c a s o  p u e de  c a u s e r  e f c c t o s  muy d i s p a r e s .
S i n  e m b a r g o , ha y  dos  c a s o s  p a r t i c u l a r e s  de i n t e r é s .  C uando  
* X
Q ------—— % 0  es  i n m e d i a t o  que  s i  )  l
^  f»
P o r  c o n s i g u i e n t e , e l i m i n a r  un c a s o  c on  ( ^ 0  y ^  i  p r o ­
du c e  un s e g u n d o  f a c t o r  en ( 4 . 6 7 )  m a y o r  que 1.  S i ,  i n t e r c a m b i a n d o  
l o s  p a p e l e s  de c a s o  l e j a n o  y " o u t l i e r " ,  se s u p o n e  a h o r a  que 
es a l t o  y b a j o  p u e d e  d e m o s t r a r s e  que
' i  - -  r
1 1 6 -
S i  I t  j  1 > 1 se s i g u e  quo Fj - > 0  y ,  a s i ,  l a  e l i m i n a c i ô n
de un c a s o  con  c f  6  i  y 0 ^  a l t o  p r o d u c e  un s e g u n d o  f a c t o r
en ( 4 . 6 7 )  mâs p c q u c ô o  que 1.
En o t r o  o r d e n  de c o s a s ,  l a  i n f l u e n c i a  de un c a s o  en c l  s e ­
gu ndo  f a c t o r  de ( 4 . 6 7 )  d é p en d e  e v i d e n t e m e n t e  d e l  c a m b i o
. B e l s l c y ,  Kuh y W e l s c h  ( 1 9 8 0 )  c o n s i d e r a n  un e s t a ­
d i s t i c o  a n â l o g o  a Fj - • a s a b e r
D F T S T A T - j  = t j
p a r a  a n a l i z a r  l a  i n f l u e n c i a  de un c a s o  i n d i v i d u a l  en l o s  e s t a d i s ­
t i c o s  t j  i n d i v i d u a l e s . Segûn BKW, DFTSTA"! es un d i a g n ô s t i c o  
de s e g u n d o  o r d e n  que se  us a  c u a n d o  un c a s o  ha mo s t  r a d o  s e r  i n  f l u ­
y e n t e  p o r  o t r a s  r a z o n e s . p a r a  a v e r i g u a r  s i  l o s  c o n t r a s t e s  e s t â n  
a f  e c t a d o s  p o r  l a  e l i m i n a c i ô n  d e l  m i s mo .
E l  a n à l i s i s  d e l  p r i m e r  f a c t o r  (L) se e f e c t û a  p o r
e l  p r o c e d i m i e n t o  de e s c r i b i r  i n i c i a l m e n t e  ^
V I F ;  =
 ^ 1 X'X 1
d c o n dc  e l  s u p e r i n d i c c  ( j )  i n d i c a  que l a  v a r i a b l e  j - é s i m a  se ha 
c 1 i m i n a d o  de l o s  c â l c u l o s .  En v i r t u d  de ( A . 3)  se t i e n e
\ l^i) ^ U) ) = ( -1 ■ C'a) jX X I
de modo que
VIF.UI . Ix'xl U'Xi'fil .
I I )
d o n d e ,  en ( 4 . 6 9 ) ,  es  e l  " l e v e r a g e "  c a l c u l a d o  s i n  c o n s i -
d e r a r  l a  v a r i a b l e  j - é s i m a ;
Usando  l a  f ô r m u l a  ( A . 6 ) p u e de  p r o b a r s e  que
)  0  ( 4 . 7 0 )
y , a s i , (4  . 6 9 )  es
:  1 , %
Vîf^ I -
E l  a n à l i s i s  d e p e n d e ,  p o r  t a n t o ,  de l a  r e l a c i ô n  e n t r e  a . y
O'» . S i  es p e q uo f l o ,  de ( 4 . 7 0 )  es % 0 de d o n d c  un
c a s e  en c o n s o n a n c i a  con 1 os detnâs no p u ede  s e r  e x c e s i v a m e n t c  i n -  
f l u y e n t e  en e 1 v a l o r  de l o s  VIF: . Cuando  s e s  a l t o  no p u £
de d a r s e  una  i n t e r p r e t a c i ô n  t a n  s e n c i l l a  d e l  c a m b i o  ( 4 . 6 9 ) .
5 . 1 . 2 .  D a t o s  t i p i f i c a d o s
Con d a t o s  t i p i f i c a d o s ,  l a  f o r m u l a  ( 2 . 8 )  p e r m i t e  e s -  
c r i b i r  e l  c o c i e n t e
. l - R '
M i t ; .  ■ I - R w  , - ,
como f u n c i ô n  de l o s  c o e f i c i e n t e s  de d e t e r m i n a c i o n  K  y K  
U e i s b c r g  ( 1 9 8 0 )  d i s c u t e  e l  c a m b i o  de R  a y c o n c l u y e
que no hay  un c r i t e r i a  c l a r o  de a n â l i s i s .  En c u a n t o  a l o s  
V l F j *  = t i e n e ;
s e g û n  ( 2 . 7 ) .  E l  a n â l i s i s  de ( 4 . 7 1 )  es  s i m u l a r  a l  de ( 4 . 6 7 )  c o n  l a  
d i f e r e n c i a  de que a h o r a  c l  p r i m e r  f a c t o r  es
a i  J i . z k )
VIFt l n / i - K l
do n d c  f;
I  t  f
■^1 i  ^  / ^ 1  -  _L_^ ■ ( A . 6 ) se  s i g u e  qu e
do n d c  ^ 0  . M e d i a n t e  ( 4 . 7 3 )  se p u e d e  a n a l i z a r  ( 4 . 7 2 )
de modo s ^ i m i l a r  a como ( 4 . 6 9 )  e r a  a n a l i z a d o  m e d i a n t e  ( 4 . 7 0 )  .
5 . 2 .  L o s  VIF* como f u n c i o n a l e s
Pu^esto que s e g û n  ( 4 . 4 )  es  X *  X *  « n A  es
(X X * ]  a de a q u i  e s ,  p a r a  l o s  f a c t o r e s  de i n -
f l a c i ô n  de l a  v a r i a n z a  en a u s e n c i a  do t i p i f i c a c i ô n ,
' ' I f , '  "  ^  Ti [ ! . ']  I . Î . .
do nde  es  e l  j - é s i m o  e l e m e n t o  d i a g o n a l  ( X *  X * ]
) en c u e n t a  que [ A 1 - £ )  F^* £  S^ y » 1  j  =T e n i e n d o
- n  s -
L / n ] ^  ♦ D [ 5 ] ]  , d o n d e  0 [ £ l  = ^
= 6  -  A 1 , 1 a C l L ^  p a r a  e l  f u n c i o n a l  ( A  [F^*^ )
Ciw ( a [ u - £ ) ^ *  •*■ - I a [ f . * ] ) ^  _
g - r O  £
= - l A t e l V ‘  C m  ^  (  E L . ,  r '  [ (  A i f . ' ]  y  '  4 b  k i r '  ] ' \  A
- I
- - ( A i f . i y *  t v » f ’ - ' ' [ f . ' l l
, ( 4 . 7 4 )
,  -  a-o-' . (  A [ v ] ) '  , o - '^ A L V l l  Xc'
y ,  p o r  c o n s i q u i e n t e , l a  p s e u d o - c u r v a  de i n f l u e n c i a  e m p i r i c a  p a r a
T j  es e l  j - c s i m o  e l e m e n t o  d i a g o n a l  de ( 4 . 7 4 ) .  
S i  C-  ^ e ^ 0  , . . . ,  i, . . . , , 0 )  , so  t i e n e
cit^ (v i f ; )  ,  - [ c f  ( A M r '  «>] ' ,  4V ( a M ) ' ‘ c‘  =
- . n v 4 ' - n ‘ [ c - ' l ) C ' X i - ‘ x r V
Segûn l a  t é c n i c a  d e l  a p a r t a d o  3 ,  se s i g u e  que
= [Vn.i CIE-WlFj)
"  t  ^   ^ V n  ^ V I F ^  -  n^ [ c ^  (X *  X ' )  o ( / / h ]
De ( 4 . 7 6 ) ,  d e s p r e c i a n d o  e l  r e s t o ,  e l  c a m b i o  r c l a t i v o  en l o s  
V I F ; *  e s ,  a p r o x i m a d a m e n t e
V l t f  n ) "  V l F f
(T f
( 4 . 7 7 )
De a c u e r d o  c o n  e s t a  e x p r e s i ô n ,  e l  c a m b i o  r e l a t i v e  en l o s  VXF^* 
d é p e n d e  de un sumando q u e ,  en v i r t u d  de l a  d e s i g u a l d a d  de 
C a u c h y - S c h w a r t z  e s t é  a c o t a d o  p o r  D - *  . Cuando O’-  e s t é  p r o ­
x i m o  a su  c o t a  i n f e r i o r —  , e l  c a m b i o  r e l a t i v e  e s t é  c e r c a n o  a 
l n ^
—  % 0  s i  n es  g r a n d e .  Cuando t i e n e  un v a l o r  p r o x i m o  a
1 , e l  c a m b i o  r e l a t i v e  p u e de  t o m a r  un v a l o r  n e g a t i v e .
Es i n t e r e s a n t e  c o m p a r a r  ( 4 . 7 7 )  c on  l a s  f o r m u l a s  ( 3 . 5 7 )  y
( 3 . 5 8 )  d e l  c a p i t u l e  I I I .  Segûn ( 3 . 5 7 )
vif;  - viF-l;, . .  _L_ . r bfSiiA ii . & ]  *'
i  I  S C I  i - n 7 „ . „  L '•■‘ / . - m  j
p a r a  ^ - ^ , ^ , • • • 1*''' • P o r  c o n s i g u i e n t e , r c s p u e s t a s  " o u t l i e r s "
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( r*^ a l t o )  t i c n d e n  a p r o v o c a r  un g r a n  c a m b i o  on l o s
Lo s  c a s o s  e x t r e m e s  se m a n i f e s t a r a n  en l a  a l t a  m a g n i t u d  dc
Como y a se  ha i n d i c a d o  en e l  c a p i t u l o  I I I ,  ( 3 . 5 8 )  es  
una f u n c i ô n  mo n ô t o n a  d e l  e s t a d i s t i c o  .
E l  e s t u d i o  dc  i n f l u e n c i a  en l o s  V I F p u e d c  r e l a c i o n a r s c  
c on  l a  d i s t a n c i a  de Cook p a r a  l a  c o m p o n e n t e  j - é s i m a  d e l
v e c t o r  qu e ,  c on  l a  n o t a c i o n  de ( 4 . 6 9 ) ,  es
1 -
En e f e c t o ,  s i  se e s c r i b e  l a  p a r t e  no e s t o c a s t i c a  de ( 4 . 7 8 ) ,
I
A  /
y se d e s p e j a  \  /  p . ,
1 -
de ( 3 . 5 8 )
. i  = -  i
« "  -  i
do nde  V > e n t o n c e s
I n - m ] \ i (L ) 4 . 7 9 ;
' J ' u - i  L « 7
A s i  p u e s ,  l a  d i s t a n c i a   ^ e s t a  d i r e c t a m e n t e  r e l a c i o n a d a  c on  
e l  e s t u d i o  de i n f l u e n c i a  en l o s  f a c t o r e s  de i n f l a c i ô n  de l a  v a ­
r i a n z a  s i n  t i p i f i c a r  l o s  d a t o s .
Con d a t o s  t i p i f i c a d o s ,  a l  s e r  S [F„ *1  , l o s  V I F ^
son  f u n c i o n a l e s  en . La " p s e u d o - c u r v a "  de i n f l u e n c i a  e m p i r i c a  
de V c s  e l  j - c s i m o  e l e m e n t o  d i a g o n a l  de l a  
C l E i  p a r a  e l  f u n c i o n a l  ( &  CFn"! ) • En v i r t u d  de l a  f o r m u l a
( 4 . 2 4 ) ,  se t i e n e
( 4 . 8 0 )
d o n dc
fe ^  ( 1 - £ )  F^* ♦ Ê S ^  « A  + & D  [ & ]  B
A - B l C l  , 6  .  [ î „  •  C
y
o[e l = £[(ve--«M«'-*•)' - 4 -  c iV l f
Us and o  ( 4 . 8 0 ) ,  l a  f o r m u l a  ( A . 2)  de 1 a p é n d i c e  y s i g u i e n d o  una  t c c -  
n i c a  s i m i l a r  a l  c a s o  dc  d a t o s  s i n  t i p i f i c a r ,  se l l c g a  a que l a
C i t e  p a r a  V I F ^  ( ^ 1 , . . . ,  ) os
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eu, (vu;) . n [^  ^ vir; - [cjlH-'HT* ^1'] , ,
Como ya es u s u a l ,  de ( 4 . 8 1 )  se s i g u e  que
'  IT T  [ <  v ] ’ ] , n . ( ^ )
E s t e  r c s u l t a d o  t i e n e  una d i s c u s i â n  s i m i l a r  a ( 4 . 7 6 ) .
6 . OTROS DIAGN0STIC05
Como ya ha q u e da d o  s e n a l a d o  en l a  i n t r o d u c c i ô n ,  ademàs de 
l o s  f a c t o r e s  de i n f l a c i ô n  de l a  v a r i a n z a  y d e l  a u t o s i s t e m a  de l a  
m a t r i z  de p r o d u c t o s  c r u z a d o s ,  hay o t r a s  m e d i d a s  de c o l i n e a l i d a d  
que t a m b i é n  son  de u t i l i d a d  p r é c t i c a .  Una n o v e d a d  dc e s t e s  d i a g -  
n ô s t i c o s  es  que e x i s t e n  f ô r m u l a s  s e n c i l l a s  r e l a c i o n a n d o  D con  
su c o r r e s p o n d i e n t e  D(;) .
6 . 1 .  C o e f i c i e n t e s  de c o r r e l a c i ô n
Es c o n o c i d o  que e l  c o e f i c i e n t e  de c o r r e l a c i ô n  l i n e a l  e n t r e  
dos  v a r i a b l e s  es e x t r e m a d a m e n t e  s e n s i b l e  a n t e  l a  a p a r i c i ô n  de 
" o u t l i e r s " . ( D e v l i n  e t  a l .  ( 1 9 7 5 ) ) .  C o n s i d é r e s e  l a  f ô r m u l a  ( 4 . 2 )  
p a r a  e l  c o e f  i c i e n t e  de c o r r e l a c i ô n  e n t r e  dos  c o l u m n a s  y
de l a  m a t r i z  de d i s e ô o  t i p i f i c a d a  :
Î - U .  .  Û f -
do nde  Z - |  '1 * U sando  ( 4 . 2 )  es f a c i l  p r o b a r
que un " o u t l i e r "  m a r g i n a l  en c u a l e s q u i c r a  i  y k p u e d e  provocar
/\ A Q
que sea  b a j o  a u nq ue  sea  a l t o  y pu ed e  p r o v o c a r  t a m ­
b i é n  e l  p r o b l è m e  i n v e r s o ,  es d e c i r ,  c a u s e r  un v a l o r  b a j o  de 
aûn c u a n d o  sea  a l t o .  P a r a  f i j a r  i d e a s ,  s u p ô n g a s e  que
1 : 1 , y que ^ , k  s on  l o s  s u b i n d i c e s  :  i  y k « 2 . S i
y < t t  -  ^ 2. , e s ' f é c i l  v e r  que
de do nd e  t i m  « î l  ( { s  1 , 2 )  . Con e s t o s  l i m i t e s  p u ede
î  00
p r o c i s a r s e  l a  i n c o n s i s t e n c i a  s e ô a l a d a  de l o s  c o e f i c i e n t e s  de c o ­
r r e l a c i ô n .  Como ) I —^  1 s i  l o s  I I s o n  s u f  i c i c n t e m e n t c
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g r a n d e s ,  e l  s umando d o m i n a n t e  en
f  - [ l - r . l f  [ i - r j ] "  » r . r ,
es  l ' i l ' ^ i l  • P o r  t a n t o ,  un " o u t l i e r "  p u e d e  h a c e r  que  ^  sea  a l ­
t o  aûn c u a n d o  sea b a j o .  Como t a m b i é n  se c u m p l e  que
' F - r . l M A r . j V .  —  "  " " " '°  U t l  —  »  t - I . I
s i e m p r e  se  p u e de  c o n s e g u i r  que
'^11  ' ^ i t  -N g
,  I l  - ■ ' . î r 'H i- ' i t i ; ;  " ' f ' "  '
de modo que 1 1 “ f i i )  p e qu e f i o  s i  £  es p e q u e -
flo ( a u n q u e  sea  a l t o ) .
\y- .  1 /
Como  hi— y  —___ !___ l a  f ô r m u l a  ( 4 . 2 )  t a m b i é n  m u e s t r a  que
o 1 - l / n
s ô l o  p u e d e n  p r o d u c i r s e  l a s  g r a n d e s  a l t e r a c i o n e s  en e l  p a s o  de 
s i  es  g r a n d e .
C o n s i d e r a n d o  l o s  como f u n c i o n a l e s  en , no es  d i -
f i c i l  p r o b a r  u s a n d o  ( 4 . 2 7 )  que l a  C l E ^  p a r a  ^ j k  es
CI £• ( 1 = n [ l i ’j  ^] ]
-  V < ' '  ‘ tV  1 * 4 4 - )
y s i  h  es  s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e :
V ‘  i  ' ï ' k  -  - f  - ( : ' i  '  ' À )  1  ( 4 . 8 2 )
La f ô r m u l a  ( 4 . 8 2 )  se puede  d i s c u t i r  c o n  a y u d a  de l a  r e l a c i ô n
^ 1r  ^ ^  ®
de ( 4 . 7 3 ) .  S i  0-^ % , t o d o s  l o s  2^^ s on  pe queMos  y n i n g û n
c a s o  s e r a  e x c c s i v a m e n t c  i n f l u y e n t e  en  . A s i  p u e s ,  l a s  a l t a s
p e r t u r b a c i o n e s  en ^ ^ k  ban dc  v e n i r  de  l a  c l i m i n a c i ô n  de un c a ­
so a l e j a d o  d e l  c e n t r o i d e  % , que c o i n c i d e  c o n  l a  d i s c u s i ô n  û l -  
t i m a  b a s a d a  e n  f ô r m u l a s  e x a c t a s .
F i n a l m e n t e , en v i r t u d  de ( 4 . 8 2 )  se  t i e n e
%!( -î jM .I ^  - -% -
de do nde
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D e v l i n  e t  a l .  ( 1 9 7 5 )  d e m u e s t r a n  que d e s a r r o l l a n d o  en s é r i e  de 
T a y l o r  l i n e a l  a l r e d e d o r  d e l  ( 0 , 0 )  e l  d e n o m i n a d o r  de ( 4 . 2 ) ,  se 
l l c g a  a 1 mi smo r e s u l t a d o . P o r  c o n s i g u i e n t e ,  l a  a p r o x i m a c i o n  d i -  
s e n a da  en l a  s e c c i o n  3 y e l  e n f o q u e  e x a c t e  s o n ,  en c i e r t o  s e n -  
t i d o  é q u i v a l e n t e s .
6 . 2 .  D é t e r m i n a n t e  de
E l  d é t e r m i n a n t e  de l a  m a t r i z  de c o r r e l a c i o n e s  Z  Z  p u ede  
s e r v i r  en o c a s i o n e s  como i n d i c a t i v e  de c o l i n e a l i d a d  e n t r e  l a s  c o ­
l um n a s  de Z y su c o n s i d e r a c i ô n  q u i z à  d e b e r i a  i n c l u i r s e  en c a u l -  
q u i e r  e s t u d i o  c o m p l e t e  de m u l t i c o l i n e a l i d a d .  P o r  e j e m p l o ,  p o d r i a  
s e r v i r  como p a s o  p r e v i o  a n t e s  de i n i c i a r  l o s  c a l c u l e s  p a r a  l o s  
d i a g n ô s t  i c o s . S i  son  l o s  a u t o  v a l o r e s  de
Z . Z , se c u m p l e  _L
de m a n e r a  que | Z  2 i ^  i  y I Z  Z I  » 1 X^ = ■ • • -  X^  » 1  que
es e l  i d e a l  de o r t o g o n a l i d a d  o p e r f e c t a  c o n d i c i ô n  de l a  m a t r i z  
Z.  C u a n t o  me n er  s e a l Z E l  , mayor  es  l a  n e c e s i d a d  de i n v e s t i -  
g a r  l a s  r e l a c i o n e s  l i n e a l e s  e n t r e  l a s  c o l u m n a s  de Z.  E l  d é t e r ­
m i n a n t e  de Z  Z  t a m b i é n  t i e n e  r e l a c i ô n  c on  e l  e l i p s o i d e  de c o n -  
f i a n z a  c o n  j u n t e  p a r a  ci en e l  m o de lé  'i s "i-ci ■r €. . D i c h o
e l i p s o i d e  e s t a  f o r m a d o  p o r  t o d o s  a q u e l l o s  p u n t o s  o<* de t a ­
i e s  que ^
Z ' Z  6  p ( T ^  •‘ p . n - m . a
donde  Z  Z )  Z  ^ E l  v o l u m e n  de e s t e  e l i p s o i d e  es
const  X I Z  Z |  que  es g r a n d e  s i l Z Z l ^ j O .  E s t a  s i t u a c i ô n  es  o t r o
de l o s  p r o b l o m a s  c a u s a d o s  p o r  l a  m u l t i c o l i n e a l i d a d  que es  c l  de
h a c e r  e x c e s i v a m e n t e  g r a n d e s  l a s  r c g i o n e s  de c o n f i a n z a  c o n  l a  p c r -
d i d a  de p r e c i s i ô n  c o r r e s p o n d i e n t e .  E l  c o m p o r t a m i e n t o  de ) Z Z \
en un e j e m p l o  c o n c r e t o ,  es e s t u d i a d o  p o r  M a n s f i e l d  y H e l m s  ( 1 9 8 2 1 .
No es  d i f i c i l  o b t c n e r  una  f ô r m u l a  e x p l i c i t a  r e l a c i o n a n d o  
I Z  Z I  c o n  1 ( Z  ) . En v i r t u d  de l a  r e l a c i ô n
i - K
0  In
donde
( i . | z )  .
\  ' p
S .  ( S i , .  ( S- l ,  ,p I
f i  0  
s -
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se t i e n e
IZ'^I = /  ix'xl ( 4 . 8 3 :
de modo que '
Se t i e n e  s | ( ( )  = i  .   ^ I ,  --, p )  Y , P o r  c o n s i g u i e n t e . ^ ^ • ’' v V n '
de ( 4 . 8 3 )  y ( 4 . 8 4 ) ^  es
^  ■ u t  ■ ?. i -  t r  . . . "
i  "  vT-- —
S i  ^   , como se s ab e  que ——L  r ---------- -—  n i n g û n  c a s o  r e s u l -
n n i -
t a r a  i n f l u y e n t e  c u a n d o  t e n g a  a s o c i a d o  un v a l o r  b a j o .  Lo s
c a m b i o s  g r a n d e s  han  de v e n i r  con  a l t o .
En c o n t r a s t e  c on  l a  s e n c i l l e z  de ( 4 . 8 5 ) ,  l a  d e d u c c i ô n  de l a  
C lh .; p a r a  j Z Z l  * j ^ i es b a s t a n t e  a p a r a t o s a .  Segûn l a  e x ­
p r e s i ô n  ( 4 . 2 4 ) ,
b [ ( 1 - £ ) F „  .  ê S , J  .  A  [ g ]  - B Î Ê l b - ' c  ( 4 . 8 6 )
donde  _
A [ e ]  ,  U - Ê )  B [FJ - - L  [ b [F„) E w  .  E lE jB p . l j - . U )  
6 [ £ )  = -  Eu , C>-‘  .  (U  , C = a
.4-= ( I j  S  C[E„’ i y ' ^
En v i r t u d  de ( 4 . 8 6 ) ,
l 8 [ ( i - £ ) F „  .  £ g j  1 .  | a [ £ ] 1  [ l . £ u . '  [ A Û j y ' M . ]
seg ûn  ( A . 3 ) .  P o r  c o n s i g u i e n t e ,
c i E , l i B ' i i )  .  1 6  [F „ l 1 2  ( B [ ü y V  .  t m
^  ( 4 .87 )
E m p l e a n d o ,  de n u e v o ,  ( A . 3)  se d e d uc e  que
l A [ £ ] l  . U - £ ) f  L - ' , o { £ ) l
donde L s ^ B  [En] £ (.£>1 -  É [E.1 B[E«1 j.F® fâcil eer que
I L ------  —  L*'" ♦ 0  ( £ )  1 = P I — 1 ♦ o (ê) » o ( Ê.) d o n d e  P es  un
' ' i - £  ' L i - £ j  p
p o l i n o m i o  de g r a d e  p . Sea q. = ^  (O) • P u e s t o  que  ( l - £ . )  =
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= L -  Ep *  0 ( E) c i  l i m i t e  de ( 4 . 8 7 )  es
£ - • 0
y ,  de a q u i  e s ,  f i n a l m e n t e ,
C I t ; ( U ' B l )  .1 B [F„ ] |  [ 2  8 [ f „ r ' u . - ( p » , l ]  = (4 .
.  I 2  1 1  ^  n %  - ( p - q . *  I l ]
E s t a  C l E ^ ( l Z Z l )  de ( 4 . 8 8 )  p e r m i t e  e s c r i b i r
I Z I I  - | ( Z Z ) ( ; . ) 1  r  _ J _  1 z ' Z )  [  n a c i -  ( p - o . f i ) ]  + ° ( - ^ )
n-i  _
881
\n\ »  - - (p-o.)
( 4 . 8 9 )
i “ Vn n -1
S i  n es s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e  como p a r a  i g n o r a r  e l  s u ­
mando ^ P ' ^ ^ / n - 1  en ( 4 . 8 9 )  se d e d u c e  q u e ,  a p r o x i m a d a m e n t e ,
(^Z Z) I d e s c i e n d e  h a s t a  un max imo de ) Z Z ( c u a n d o  .
P o r  t an t o ,  s i  ) Z  Z |  es  p e q u e n o  n i n g û n  c a s o  r e s u l t a r a  e x c e s i v a ­
m e n t e  i n f l u y e n t e .
F i n a l m e n t e , un as  b r e v e s  c o n s i d e r a c i o n e s  s o b r e  l a  c o m p a r a -  
c i ô n  de l o s  e n f o q u e s  e x a c t o  y a p r o x i m a d o .
Segûn l a  t é c n i c a  a p r o x i m a d a , de ( 4 . 8 9 )  se s i g u e  que
| H ' Z | - | ( Z ' 2 l u ) l  ^ I Z ' H l  I
de d o nde
l ( Z ' 2 ) l u l  .X, »
l ï ï T -
1 -  - L
01: - -a i
n-i
p-q.
1- - i -  n - i  J i  - _L_n n
Segûn l a  t é c n i c a  e x a c t a  e s ,  de ( 4 . 8 5 ) ,
Kz'zluil
n - i
( 4 . 9 0 )
IH'ZI
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Cuando  n  es g r a n d e  p u e s ,  l o s  do s  e n f o q u e s ,  e l  a p r o x i m a d o  y e l  
e x a c t o ,  c o n d u c e n  a ( I  -  iT- ) como una bu en a  a p r o x i m a c i o n  d e l  c o ­
c i e n t e  e n t r e  d é t e r m i n a n t e s .
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APENDICE
A . I .  FORMULAS HATRICIALES
A . 1 . 1 .  F o r m u l a s  de a c t u a l i z a c i ô n
Sea A una m a t r i z  s i m c t r i c a  k  *  k  i n v e r s i b l e  y s u p ô n g a s e  
que C y B s on  do s  m a t r i c e s  kx. l  de r a n g e  k  . S i  l a s  i n v e r s a s  
e x i s t e n  e s :
[ a . C B ' ] " '  = A ' ‘ . A ‘ ‘ c '  [  I f c .  BA- ‘ c ' ] " ‘  B A - '  ( A . 1 )
Un r e s u l t a d o  mas g e n e r a l  p u e de  o b t e n e r s e  p a r a  l a  i n v e r s a  de l a  
m a t r i z  À  *  BDG* , d o n de  A y D son  do s  m a t r i c e s  i n v e r s i b l e s  de 
ô r d e n e s  k  y t  , r e s p e c t i v a m e n t e . Se d e m u e s t r a  que
[ a . B D B ' ] " ' .  A - ‘ - a ‘ B [ b V ‘ b - D ’ ' ] ' '  B ' a ’ ' ,  ( A . 2 )
. a - ' - a - ' b e . b V * .  a - ‘ b e  ( î - ù I - ' e b ' a ' * -
dondc E =[B A b )
En r e l a c i ô n  con  ( A . 1 )  y ( A . 2)  e s t a  l a  f ô r m u l a  que da e l  d é ­
t e r m i n a n t e  de una m a t r i z  M  p a r t i d a  en c a j a s
4 : :)
donde A y D son  do s  m a t r i c e s  c u a d r a d a s  i n v e r s i b l e s .  Se t i e n e
iM l  = .  )Dl  )A - B b ' Y l  ( A . 3)
La i n f o r m a c i ô n  s o b r e  e s t a s  f ô r m u l a s  e s t é  en Rao ( 1 9 7 3 )  
( ( A . 1 ) ,  ( A . 2)  y ( A . 3 ) )  o en C-W ( 1 98 2 )  ( ( A . 1 )  y ( A . 3 ) ) .
A . 1 . 2 .  I n v e r s a  de una m a t r i z  en c a j a s  
S i
A - B b ‘ ^ C  
Q% Ù - C A ' ^ B
e n t o n c e s ,  s u p o n i e n d o  que t o d a s  l a s  i n v e r s a s  e x i s t e n ,  l a  m a t r i z  
M se p u e de  c a l c u l e r  a p a r t i r  de l a  e x p r e s i ô n
- ‘ -‘ ' f )
De o t r o  modo
1 2 6  -
Q ' ^
( A . 6)
Es i m p o r t a n t e  o b s e r v a  r  que s i  M os  d . p .  ( e n  p a r t i c u l a r  
C  = B ) , e n t o n c e s
- A ‘ ^ 6 Q‘ ^ \  /  a ' ^ B  .
...............................
es una m a t r i z  d . n . n .  La s  f ô r m u l a s  ( A . 5)  y ( A . 6 ) p u eden  v e r s e  en 
D r a p e r - S m i t h  ( 1 9 8 1 ) .
A . 2 .  P i f e r c n c i a c i ô n  de f u n c i o n a l e s  en e s p a c i o s  l i n e a l e s  
A . 2 . 1 .  D e f i n i c i o n e s  y c o n s e c u c n c i a s
a)  OEFINICIONES
1 . Sean X,  Y dos  e s p a c i o s  n o r m a d o s  y F;  X —^  Y un f u n c i o  
n a l  d e f i n i d o  en un a b i e r t o  0  C. X • F es d i f c r c n c i a b l e  on x E 0  
c u a n d o  e x i s t e  una a p i i c a c i ô n  l i n e a l  y c o n t i n u a  : X  —^  Y t a l
F ( i t - f K ) - F ( ^ ' l  = o [i l  h 11]
s i e n d o  t i m  .o j-H  F 11]  _ ^  _ L a e x p r e s i ô n  es l a  d i f e r e n -
i i M i - o  n i l  _
c i a l  de F r c c h e t  ( o  f u e r t e )  de F en X . E l  o p e r a d o r  L ^  es  l a  
d e r i v a d a  de F r é c h c t  (o  f u e r t e )  de F en y . Puede p r o b a r s e  que 
s i  F es d i f o r e n c i a b l e  en % , se d é t e r m i n a  dc modo û n i c o .
b )  C0NSECUENCIA5
1.  Se d e m u e s t r a ,  como c o n s c c u e n c  i  a de l a  d e f i n i c i ô n ,  que s i  
un a  a p l i c a c i ô n  F es  d i f e r c n c i a b l e  en c l  s e n t i  do f u e r t e  en 
y C X  » se t i e n e
i - 0  t .  '• ( A . 7 )
= F ' U \  IKl  •* o [h hl l ]
2 .  Una a p l i c a c i ô n  l i n e a l  y c o n t i n u a  es  d i f c r e n c i a b l e  F r c c h e t
en t o d o  y  &  X  y su d e r i v a d a  es  c l  l a  m i s ma .
3.  La d i f c r e n c i a b i 1 i d a d  F r c c h e t  r e s p c t a  l a s  o p e r a c i o n e s  de
l a  c s t r u c t u r a  v e c t o r i a l  y c u m p l e  adcmés l a  r é g l a  de l a  c a d c n a :
TEOREMA ( r é g l a  de l a  cadena, '
Scan X, Y, Z e s p a c i o s  n o r m a d o s ,  F ; X — ^ Y y
G •- Y —•  Z  . S i  F es d i  F c r c n c i a b l e  F r c c h e t  en Xg 6  X  y G es
d i  f  c r e n c i a b l e  F r c c h e t  en \j^ = F ( x , ^  6  Y , 1 a a p l i c a c i ô n
H : X —* Z  , H .  G F es d i  f c r c n c i a b l e  F r é c h e t  en  X ,  y H ( X,  ^ =
.  û’tl.) .  FV .)
A . 2 . 2 .  D e r i v a d a s  de o r d c n  s u p e r i o r
Una a p l i c a c i ô n  F •. X — * Y  es n - v e c c s  d i  f  c r e n c i a b l e  en
X €. X  c u a n d o  e x i s t e n  n a p l i c a c i o n e s  F 1 , 1 , . . . ,  n )
t a i e s  que F^^^ es le - l i n e a l  y c o n t i n u a  de t a l  f o r m a  que
F [ , * W l - F { q l  = F .  I F -  ■■■ *
. ... .  J -  [ k. ..k] .  o [llhir]
E s t a  i n f o r m a c i ô n  puede  e n c o n t r a r s e  més d e t a l l a d a  en K o l m o -  
g o r o v - F a m i n  ( 1 9 7 5 ) ,  Cap.  V.
A . 2 . 3 .  A l q u n o s  r e s u l t a d o s  u t i l e s
Se t r a t a  de r e c o g e r  a q u i  l o s  r e s u l t a d o s  que p c r m i t e n  g a r a n -  
t i z a r  l a  d i f e r e n c i a b i 1 i d a d  F r c c h e t  de l o s  d i a g n ô s t i c o s  de m u l t i ­
c o l i n e a l i d a d  d e l  c a p i t u l o  I V .
A . 2 . 3 . a ) D i  f  e r e n c i  ab i  1 i  dad dc  J  9 l » Y^
Un p r i m e r  r c s u l t a d o  de i n t e r c s ,  es  e l  e s t a b l e c i -
m i c n t o  de l a  d i f e r e n c i a b i 1 i d a d  de f u n c i o n a l e s  de l a  f o r m a
y  j  ( x , y )  J f n *  ( A .  8 )
do nd e  C es  un r e c t é n g u l o  c o m p a c t e  de R  y g una  f u n c i ô n
c o n t i n u a  en C ( c o n  v a l o r e s  en un e s p a c i o  e u c l i d e o ) .  P a r a  s i m -
p l i  f  i c a r  l o s  r a z o n a m i e n t o s  se  s u p o n d r à  que m « i  , y p o r  t a n t o ,
C * y o  ; C —» ÎR c on  l o  que  l a  h i p ô t e s i s  dc  c o n t i n u i d a d
i m p l i e s  que 1^ ( x ) | 6  M , ^X £  C . ( M > O)
Scan E.S [  «( : IR IR : «( de v a r i a c i ô n  a c o t a d a  en I R ,
« i ( y l  .  0  , X 4  CL , < y ( x ) - o ( l b )  , x > b j
y H * ( l l  O' v a r i a c i ô n  t o t a l  dc  oZ en (_û-, b ]  . Es f â c i l  p r o b a r
q u e ;  i )  E es  un c s p a c i o  v e c t o r i a l  s o b r e  R  , i  i  ) l l « Il O* es  una
- 1 : 9  -
no rma en E y i i i )  E c o n t i e n e  a t o d a s  l a s  f u n c i o n e s  de d i s t r i -  
b u c i ô n  en R  c u y a  m e d i d a  de p r o b a b i 1 i d a d  e s t a  c o n c e n t r a d a  en
( d e  h c c h o ,  E es  e l  mener  e s p a c i o  de B an a ch  que c o n t i e n e  
a t o d a s  l a s  f u n c i o n e s  de d i s t r i b u c i ô n  c o n c e n t r a d a s  en [ o . , b ]  , 
B o o s ,  Ph.  D.  ( 1 9 7 7 ) ,  p â g .  1 1 ) .
S i  se d e f i n e  e l  f u n c i o n a l  S.  t —* R p o r
se  t i e n e  ( A p o s t o l ,  19 76 )
S  [ « 1  :  I  do( ( y )
' a.
 ^
1 ^  W  1 - j J ^  (x  l  ( y )  I ^  M  11 ^  Il O'Il
y ,  p o r  c o n s i g u i e n t e ,  e l  f u n c i o n a l  S , l i n e a l  en o< , es  c e n t i -  
nuo  en E con  r e s p e c t e  a l a  no rma H'  Il O’ . En v i r t u d  de l o s  r e ­
s u l t a d o s  d e l  a p é n d i c e ,  S  es d i f e r e n c i a b l e  F r é c h e t  en t o d o  
et £  E y su d e r i v a d a  es  e l  p r o p i o  S .
Cuando  m  )  Z  , l a s  m o d i f i c a c i o n e s  o b v i a s  c o n d u c e n  a l a  
d i f e r e n c i a b i 1 i d a d  F r é c h e t  de ( A . 8 ) c u a n d o  e< es una f u n c i ô n  de 
v a r i a c i ô n  a c o t a d a  en R  c o n s t a n t e  f u e r a  d e l  r e c t é n g u l o  
C % b] y . . .  y [ a ^  , y <3 •• IR —•  , c o n t i n u a  ,
[y) Il 4  M on C .l l ^ l x l  11
A . 2 . 3 . b )  D i f e r e n c i a b i l i d a d  de un f u n c i o n a l  de a r q u m e n t o  
m a t r i c i e l
Un r c s u l t a d o  u t i l  es  e s t a b l e c e r  que s i  W es  una 
m a t r i z  k  y k  de e l e m e n t o s  d i a g o n a l e s  no n u l o s ,  l a  a p l i c a c i ô n  de 
IR, en d e f i n i d a  p o r  W — A w ]  ^  ^  ^  1  d i f e ­
r e n c i a b l e  F r c c h e t  en t o d o  W.
D e m o s t r a r  e s t o  no es d i f i c i l  p o r q u e  l a  d i f e r e n c i a b i l i d a d  
F r é c h e t  e n t r e  e s p a c i o s  p u e d e  c o m p r o b a r s e  c o m p o n e n t e  a com­
p o n e n t e  ( S p i v a k  ( 1 9 7 5 ) ) .  En e s t e  c a s o ,  l a  c o m p o n e n t e  
e s ,  s i  W  ( i . , ^ « l , . . . , k )  ,
t y l c
que e s ,  e v i d c n t c m e n t e , d i f e r e n c i a b l e  como f u n c i ô n  de iR 
en IR , s i  l o s  e l e m e n t o s  d i a g o n a l e s  de W son no n u l o s .
A . 2 . 3 . c ) D i f e r e n c i a b i l i d a d  d e l  a u t o s i s t e m a  de una m a t r i z  
S i m é t r i c a
E s t e  a p a r t a d o  se c e n t r a  en dos  r e s u l t a d o s  d e l  1 i -
1 2 9
b r o  de K a t e  ( 1 9 8 2 )  que se e n u n c i a n  como t c o r c m a s .
TEOREMA A.1
Sea A una m a t r i z  k y k  r e a l  y s i m é t r i c a  c o n  t o d o s  sus  
a u t o v a l o r e s  d i s t i n t o s  4  4. . . .  4. • Las  f u n c i o ­
ne s  X ' jË ^ l  ( ^ = 1 , - , k )  , c o n s i d e r a n d o  A como a r g u m e n t o ,  son  
h o l o m o r f a s  en un e n t o r n o  de A.
DEMOSTRACION;
K a t o  ( ( 1 9 8 2 ) ,  p â g .  1 3 7 .  ^
R e c u c r d e s e  que es h o l o m o r  f  o en un e n t o r n o  de l a  ma­
t r i z  A c ua n d o
7  [ a .  H ]  .  X j [ A l  4 t
d o n d e  ^ L ^  ^  , i ^  1  os  una f o r m a  n - l i n e a l  y c o n t i ­
nua  a p i i c a d a  en e l  c o m p l e j o  de m a t r i c e s  ( H , W)
P o r  t a n t o ,  l a  h o l o m o r f l a  i m p l i c a  l a  d i f e r e n c i a b i l i d a d  F r c c h e t  
dc  l o s  a u t o v a l o r e s  como f u n c i ô n  d e l  a r g u m e n t o  m a t r i c i a l  A.
Se c u m p l e  e l  a n à l o g o  p a r a  a u t o v e c t o r e s  
TEOREMA A . 2
Dada una m a t r i z  r e a l  y s i m é t r i c a  A de o r d e n  k y l c  de a u t o ­
v a l o r e s  d i s t i n t o s  e n t r e  s i ,  e x i s t e n  It f u n c i o n a l e s  h o l o m o r f o s  
Y ( on un e n t o r n o  de A t a i e s  que
x J a . h ]
' [ ( j La - ^ h ' l a * » )  i ï i [ A * K ] ]
HÎA.h ]  j  I . 1, , k
Lo s  f u n c i o n a l e s  Y j  ^ ^ , k  ] s o n  a u t o v e c t o r e s  de l a
m a t r i z  A-*H y s a t i s f a c e n  l a  c o n d i c i ô n  de o r t o g o n a l i d a d
ï j M u i .
DEMOSTRACION;
K a t o  ( ( 1 9 8 2 ) ,  p â g .  1 3 7 ) .  ^
1 30  -
Como c o n s e c u e n c i a  i n m o d i a t a  dc l o s  t c o r c m a s  A .1  y A . 2 ,  sc  
t i c n c ;
COROLARIO:
Oada una m a t r i z  r e a l  y s i m é t r i c a  A dc  o r d e n  I c x k  do a u t o ­
v a l o r e s  d i s t i n t o s  e n t r e  s i ,  se t i e n e ;
a )  e l  f u n c i o n a l  A — *  lA|  c s  h o l o m o r f o  en un e n t o r n o  de A.
b )  s i  A es i n v e r s i b l e ,  e l  f u n c i o n a l  A — ^  A  ^ c s  h o l o m o r f o  
en un e n t o r n o  de A.
A . 3 .  T e o r i a  de p e r t u r b a c i o n e s  p a r a  m a t r i c e s  s i m c t r i c a s
Lo que s i g u e  es  una b r e v e  r e l a c i ô n  dc r e s u l t a d o s  s o b r e  l o s  
a u t o s i s t e m a s  de dos  m a t r i c e s  r e a l e s  y s i m c t r i c a s  A y C de o r d e n  
que s a t i s f a c e n  b i e n  una e x p r e s i ô n  d e l  t i p o
C [ o t ]  = A  f  cX B  ( A . 9 )
do nd e  o( es  un p a r a m é t r é  r e a l  pcqueMo o b i e n  una e x p r e s i ô n  d e l  
t i p o
C = A+ B ( A .  10)
En ( A . 9 )  y ( A . 1 0 ) ,  B c s  un a  m a t r i z  r e a l  y s i m é t r i c a  I t y k  .
A . 3 . 1 .  C [ * ( ]  -  A  » c t 6
S u pô n g a s e  que l a  m a t r i z  A t i e n e  t o d o s  sus  a u t o v a l o r e s  s i m 
p i c s .  Una h e r r a m i e n t a  a n a l i t i c a  i m p o r t a n t e  en r e l a c i ô n  c on  ( A . 9)  
es  l a  l l a m a d a  t e o r i a  de p e r t u r b a c i o n e s  p a r a  m a t r i c e s  s i m é t r i c a s  
q u e ,  h a b l a n d o  on t e r m i n e s  i m p r é c i s e s ,  e s t a b l e c e  que p a r a  j y ) 
s u f i c i e n t e m e n t e  p e q u e f i o ,  l o s  a u t o v a l o r e s  y a u t o v e c t o r e s  de 
C [«^1 son  s c r i e s  de p o t e n c i a s  de l a  f o r m a
®  . (r\ L
( A . 11)
Y |W ^  ( r i  k ( A . 12)
d on de  X j  y s o n ,  r c s p e c t i v a m e n t c , un a u t o v a l o r  y un a u t o v e c -
t o r  de l a  m a t r i z  A y l o s  c o e f i c i e n t e s  X j  y ,
( f  = ) d e p e n d e n  de l a  m a t r i z  B y d e 1 a u t o s i s t e m a  dc
l a  m a t r i z  A.  En c o n c r e t o ,  p a r a  l o s  do s  p r i m e r o s  c o e f i c i e n t e s  dc 
l a  s e r i e  ( A . 4 )  se t i e n e
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.... ' ( A .  1 3l » i  X i  - x ^
I n
y p a r a  l o s  dos  p r i m e r o s  do l a  s e r i e  ( A . 12)
y '"  . r  y ,
w  Xj-Xt ( . . 1 4
tqj *
f ' È 4 Y t
d o n d e ,  en ( A . 1 4 ) ,  b f  e A â  d a d o  p o r  , , , , ,
Xj -  X[
O b s é r v e s e  que t a n t o  como ^  en ( A . 14 )  son  o c t o g o n a ­
l e s  a Yj  . ^ ^
L a s  s e r i e s  dc ( A . 11 )  y ( A . 12 )  c o n v e r g e n  s i  I 1 es  me n or  
quo l a  c a n t  i d a d
■ 2 !  ( ^ = '‘ I  ( A . 15)
d o n d e ,  en ( A . 1 5 ) ,  es  l a  d i s t a n c i a  dc  a i s l a m i e n t o  d e l  a u t o v a ­
l o r  X |  de A y « |) &  )| =  no rma  e s p e c t r a l  de l a  m a t r i z  B .
A p l i c a c i o n e s  i n t e r e s a n t e s  de l a s  s e r i e s  ( A . 16 )  y ( A . 7 )  en 
p r o b l è m e s  de f i s i c a  p u e d e n  v e r s e  en C o u r a n t  y H i l b e r t  ( 1 9 5 3 ) ,  
S c h i f f  ( 1 9 5 5 )  o K r a m e r s  ( 1 9 5 8 ) .  E s t a s  s e r i e s  s on  t a m b i é n  de u t i ­
l i d a d  en a n â l i s i s  n u m é r i c o  como p u e d e  v e r s e  en L a n c z o s  ( 1 9 5 7 )  o 
W i l k i n s o n  ( 1 9 6 5 ) .  Un d é s a r r o i l o  s e n c i l l o  y c l a r o  de l a  t e o r i a  dc  
p e r t u r b a c i o n e s  p a r a  e l  c a s o  m a t r i c i a l  p u e d e  v e r s e  en c l  l i b r e  de 
C a r b ô  y H e r n a n d e z  ( 1 9 7 6 ) .  Una e x p o s i c i ô n  de l a  t e o r i a  de p e r t u r ­
b a c i o n e s  p a r a  o p e r a d o r c s  de t i p o  g e n e r a l  se  e n c u e n t r a  en e l  l i b r e  
de K a t o  ( 1 9 8 2 ) .
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A . 3 . 2 .  C = A f  B
M i c n t r a s  ( A . 9 )  se r e f i e r e  a un c a m b i o  pequoMo en l a  m a t r i z  
A,  l a  e x p r e s i ô n  ( A . 10 )  se r e f i e r e  a una p e r t u r b a c i ô n  f i n i t a  de 
l a  m a t r i z  A.
En r e l a c i ô n  con  ( A . 10 )  se t i e n e  e l  s i g u i e n t e  r c s u l t a d o  
( K a t o ,  1 9 8 2 ) :  s i  [ x ]  = , X^ Y X j  [ c ]  « Y j  ( e n  e l
o r d e n  - ) , . . .  e t c . ) ,  e n t o n c e s  s i  ^  ( t )  es  una f u n ­
c i ô n  c o n v e x a  de v a r i a b l e  r e a l  t  , se t i e n e  que
*  < » . u )
S i  en p a r t i c u l a r  se t oma ^  ^  se t i e n e  e l  t e o r e m a  de
W i e l a n d t - H o f f m a n :
( A . 17 )
J L ,  , 2  i -  ,
S i  en ( A . 16)  se pone  ^  L ^ l  *  1 11 { c ^ ^ i )  , se t i e n e  t a m b i é n
^  p h ' "
Tomando l a  r a i z  q - é s i m a  de e s t a  e x p r e s i ô n  y c o n s i d e r a n d o  e l  l i ­
m i t e  c ua n do  ^ —• 0 3  , se t i e n e
m a x  I Y- - oYj I ^  m a x  | ( A . I 8 )
i   ^ /  i  ' *
De l a  c a r a c t e r i z a c i ô n  m i n i m a x  de l o s  a u t o v a l o r e s  ( W i l k i n s o n ,  
19 65 )  se d e d u c e n  l a s  c a d e n a s  de d e s i g u a l d a d e s
X , w  ,  X , [ a ]  <  X; [ A . & ]  é  X : W  .  X k M  ( A . 19 )
Y
^ k - ( r f S - z )  ^  ^ l c - ( r - i )  W  ( A . 20 )
v a l i d a  e s t a  u l t i m a  s i  f - S ~ l  4 k .
Las  d e s i g u a l d a d e s  ( A . 17 )  y ( A . 18)  p u ed en  v e r s e  en  L a ws cn  y 
Han son ( 1 9 7 4 ) .  La d e s i g u a l d a d  ( A . 20 )  a p a r e c e  en una n o t a  de An­
d e r s o n  y D a s g r u p t a  ( 1 9 6 3 ) .
-  1 3 3  -
B I BL I OGR AFI A
1.  A b r a m o w i t z ,  M. y S t e g u n ,  I . A .  ( 1 9 6 4 ) .  " H a n d b o o k  o f  M a t h e m a t i ­
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